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Orientador: Prof. Sydney Martins Gomes dos Santos 
Programa Engenharia Ci vi 1 
O estudo da estabi ]idade de uma estrutura formada 
pela associação de paredes se fundamenta no estudo da estabili-
dade de paredes isoladas. 
Neste trabalho, atravês da dedução da equaçao dife-
rencial de uma parede retangular e do princípio da energia pote~ 
cial, obtêm-se o valor da tensão crítica atuante. 
O resultado obtido é uti 1 izado no estudo da estabi 1 i 
dade de uma estrutura formada pela associação de quatro paredes 
retangulares ligadas pelos bordos longitudinais. 
As equaçôes gerais obtidas neste trabalho mostraram 
que, com as hip6teses adotadas, a flambagem local e pouco influ 
enciada, pela associação de paredes m~ltiplas. 
vi 
Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as partia] 
fulfillment of the requirements for the degree of 
Master of Science (M. Se.) 
LOCAL BUCKLING OF ASSOCIATE WALLS 
Sônia Maria Borba 
November, 1984 
Chairman Prof. Sydney Martins Gomes dos Santos 
Department: Civil Engineering 
The study of tbe stabi 1 i ty of a structure composed 
by the association of walls is based on the study of the stability 
of isolated walls, 
ln the present work, it is obtained the value of 
cr.itical tension, through the application .of . .the differential 
equat ion for rectangul ar wal 1 and also through the potential energy 
principle. 
The result obtained is used in the study of the sta 
bility of a composed structure by the association of four rectan 
gular walls joined along their longitudinal edges. 
The general equations obtained herein 
with the hipothesis adopted, tbe local buckling is 
influencied by the association of multiple walls. 
showed that 
not largely 
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CAPÍTULO 
1 NTRODUÇÃO 
Qualquer :estudo .;dâ- estabilidade de paredes e pr!. 
cedido pela teoria da flexão, conduzindo a uma equaçao diferen 
cial que relaciona cargas aplicadas, rigidez i flexão .e curva-
tura. A teoria da flexão de paredes tem sido discutida em deta 
lhe por um grande número de autores, tendo sido a equação (11.29) 
primeiramente deduzida por Lagrange em 1811 e Navier em 1820. 
Se, em adição i cargas laterais hóuver:,car.gas,ap]icadas 
nos seus bordos, agindo no plano midio, o efeito na flexão e na 
estabilidade da parede deve ser considerado, Tem-se então a equ~ 
ção (11,33) que foi primeiramente deduzida por Saint Venant, em 
l 883. 
A equaçao (11.33) ou fo.rmas modificadas da mesma e 
a base do estudo da estabilidade de paredes, discutido neste tra 
balho, 
Quando ho·uver'.uma::conibi,n.ação 'de cargas laterais e cargas 
agindo nos seus bordos, no plano midio, como pode ser mostrado 
na equaçao (11,33), observa-se que o efeito das cargas de com-
pressão aplicadas nos bordos da parede aumenta as defiexões que 
normalmente ocorreriam se s6 cargas laterais atuassem. Aumentan 
do o valor das cargas de compressão agindo nos bordos da parede, 
chega-se a uma etapa na qual as deflexões se tornam muito gra~ 
des tendendo a crescer indefinidamente, caracterizando a instabi 
2 
1 idade da estrutura. O menor valor da carga de compressao que a 
estrutura pode suportar sem alcançar essas caracterfsticai de-
finem a sua instabilidade. 
-Se na parede nao atuar carregamento lateral, ou seja,. 
atuar somente forças de compressao nos bordos, a instabilidade 
ocorre quando a energia da parede numa forma ligeiramente f re ti 
da for igual à sua energia na configuração plana inicial, sob a 
açao da mesma carga de compressão, Esta é a definição de equili 
brio neutro e a força de compressão nos bordos da parede, que o 
caracteriza, e a carga crítica da parede. Se a energia da par~ 
de for maior quando na forma ligeiramente fletida, diz-se que a 
estrutura é estável. A carga crítica é assim, a carga de com-
pressao dos bordos da parede, capaz de mantê-la numa forma J igei 
ramente fletida. 
A história da teoria da estabi 1 idade de paredes sob 
compressao dos bordos é, pois, bem antiga. 
Em 1 891, B ryan apresentou a anã 1 i se de uma parede re 
tangular simplesmente apoiada em todos os bordos e uma carga de 
compressão uniformemente distribuída, agindo em dois bordos opo~ 
tos, no plano da parede. Foi, também, o primeiro a aplicar o me 
todo de energia para a solução do problema de flambagem de pare-
des, método este que veio a ser um poderoso instrumento para a 
pesquisa de todos aqueles problemas de estabilidade elástica, que 
não poderiam ser resolvidos pelos métodos convencionais, pela di 
ficuldade do tratamento matemático, 
3 
Mais de 15 anos depois, o probl.ema de flambagem de 
parede retangular foi abordado por Timoshenko e Reissner •. Timoshenko, 
em suas publicações, discutiu a estabilidade de paredes sob va-
rias condições de apoio e forças de compressao agindo em dois bor 
dos paralelos, no plano da parede, 
Outro·s pesquisadores como Rõs, Ei.chinger, B i j, la ar d 
e Ilyushin fizeram pesquisas neste campo, incluindo também exp~ 
riências, Suas publicações constituem passos importantes em di-
reção ã solução do problema de instabilidade de paredes. 
Através de virias etapas, tem-se procurado, neste 
trabalho, através do desenvolvimento matemitico, determinar a 
tensão crítica que atua em estruturas formadas pela 
de virias paredes delgadas retangulares, 
associação 
Inicialmente procura-se instituir a equaçao diferen 
cial da parede sujeita a cargas axiais, Em seqüência, tem-se o 
estudo da flambagem do elemento parede com a dedução das equa-
ções auxil lares que permitem calcular os valores do coeficiente 
de vinculação e do coeficiente de flambagem de paredes para di-
versas condições de apóio, com o conseqüente cilculo da 
crítica. 
carga 
O fechamento deste trabalho se faz com exemplos de 
aplicação a estruturas diversas, dentre elas uma nova forma es-




INSTITUIÇÃO DA EQUAÇÃO DIFERENCIAL DA PAREDE COM 
FORÇAS AXIAIS (ELEMENTO PAREDE) 
11.1 - INTRODUÇÃO 
Este estudo se limita âs paredes delgadas retangul~ 
res com pequenas deformações, solicitadas por cargas transversais 
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Considerando, initialmente, somente a açao de cargas 
t r a n sv e r s a i s ( F i g u r a li , 2 ) , 
5 
A teoria de pequenas deflexões devida a Kirchhoff e 
Leve baseia-se nas seguintes hipóteses: 
l~) O material da parede e elástico, homogêneo e iso 
trópico; 
2~) A parede e inicialmente plana; 
3~) A espessura (h) da parede é pequena, 
com as suas outras duas dimensões, 
comparada 
A menor .di-
mensao lateral da parede é pelo menos, 10 vezes 
maior que a sua espessura; 
4~) A deflexão (w) da parede é produzida pelo deslo 
camento dos pontos da superfície média, 
ao seu plano inicial; 
normal 
ª) -5, As deflexoes 
e s p e s s u r a ,. 
sao pequenas comparad~s com a 
A máxima deflexão de 1/10 a 1/5 
sua 
da 
espessura e considerada como limite, na teoria 
das pequenas deflexões, Este limite pode também 
ser estabelecido em função do comprimento, isto 
é, a máxima deflexão é menor que 1/50 da menor·di 
mensão lateral; 
6?) As inclinações da.superfície média defletida sao 
pequenas, comparadas com a unidade; 
a) d - . 7, As eformaçoes sao ta, s que, 1 i nhas retas i n i e i 
almente normais ã superfície média, permanecem 
6 
retas e normais ã superfície média (as deforma-
ções devidas ao cisalhamento transversal são des 
prezíveis). 
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11 ,2 - EQUAÇÃO DIFERENCIAL DA PAREDE, EM COORDENADAS CARTESIANAS, 
.LEVANDO-SE EM CONTA SOMENTE CARGAS TRANSVERSAIS 
11,2, l - Relações entre Tensões, Deformações e Deslocamentos 
Seja o elemento infinitesimal. cortado da parede por 
7 
dois pares de planos respectivamente paralelos aos planos xz e 

















1 }----------~----------~~-----~ x,u 
Figura 11,3 
Quando a parede é solicitada por fo.rças externas, ela 
se deforma, produzindo tensões e deformações que dão origem aos 
esforços internos, 
1 1 •. 2 , 1 , 1 Convenção de Sinais 
- As forças externas e internas e as componentes de 
deslocamentos u, v, w, sao positivas quando a 
sua direção coincidir com a direção dos eixos coor 
denados; 
8 
- Na face de normal positiva, a tensão é positiva no 
sentido positivo do eixo (Figura 11.47a); 
- Os momentos fletores .. ''X e My sao positivos se 
produzirem tração do lado de z positivo e conse-
qüentemente compressão do lado de z negativo; 
-· Os momentos torsores M)(y e Myx sao positivos se, 
na face de normal positiva, tiverem seus vetores, 
respectivamente, no sentido positivo de x ou dey; 
- Os cortantes Qx e Qy sao positivos se, na face 
de normal positiva, tiverem seus vetores coinciden 
tes com o eixo z (Figura 11.4.b). 
11.2.1.2 - Relações Básicas 
A hipótese âe que o material e elástico, permite o 
uso da lei de Hooke, bidimensional. 
O' 'x 
O. =EE + \!O; 
y y X 
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( 1 1 . 4) 
( 1 1 • 5) 
( 1 1 • 6) 
Seja a secçao da parede por um plano paralelo ao pl~ 
no xz antes e depois da deflexão (Figura 11.5). 
~; ângulo de rotação da I inha 1 - 1 
- a\/J \), + dx - ângulo de rotação da linha 11-11 
ax 
Seja a fibra AB localizada a uma distância z da su 






Após a deflexão, a fibra AB se desloca para a pos_!_ 
Temos que: 
(dx+z.l!l!... dx) -dx 
A' 8 ' - AB ox -'-'-"---'-;.:_- - ----=------
AB d x 
= z ~ 
dX 






















Fig. II.5 - Secções da parede por um plano y = cte. 
ijJ = ·tg ijJ = 
De (11 .7) e (11.8) 





( 1 1 . 8) 
( 1 1 • 9) 
Analogamente, considerando a secçao da parede por um 
plano paralelo ao plano yz. 
E = -z 
Y ay2 
Da figura (11. 5) tem-se: 
u = zijJ 
De ( 1 1 • 8) e (1 1 . 1 l) 







De ( 1 1 • 6) , ( 1 1 , 1 2) e ( 1 1 , 1 3) 
-2 z 
axay 
( 1 1 • 1 O) 
( 1 1 , 1 1 ) 
(11.12) 
( 1 1 • 1 3) 
( 1 1 • 1 4) 
1 3 





] - v2 
+V~) 
ay2 
De (11.4), (11,9) e (11.10) 
a y 
-Ez = _ _;;e..:;_._ 
1 - v 2 
De (11.5) e (11.14) 
-Ez 
T = --=--=--





( 1 1 • 1 7) 
De (11 ,15), (11.16) e (11 .17) conclui-se que as ten 




































(Figura 11. 7) 
( 1 1 • 1 8) 
. [! -Ez M X 
1 - \)2 
2 
- Eh 3 
12 (1 - v 2 ) 
1 5 




a 'w \) --) z 
ay2 
a2 w \)--) 
ay2 
dz 
12(1-v 2 ) 
a rigidez a flexão da parede, tem-se: Definindo D = 
+ \) 
Analogamente, 




xy . [! 
2 
De (11.17) e (11.21) 
M = - M 
yx xy 
T Z dz 
xy 
= -D(l-v) 
( 1 1 . 1 9) 
(Figura 11,7) 
( 1 1 • 2 O) 
(Figura 11.7) 




11.2.3 - Equações de Equilíbrio 
Somatório das forças na direção z (Figura' 11.4.b), 
aQ 











(Q . + -----1... 
y ay 
dy) dx + q 
1 
dx dy = O 
( 1 1 . 2 3) 
Momento das forças que agem no elemento em 




dy + (M + 
xy 





















dx~+ - ( M + __:f_ dy) dx + Qv 
Y ay 2 
o 
o ( 1 1 • 2 4) 
Momento das forças que agem no elemento em relação ao 
eixo y (Figura 11.4.b) 
oM 
--'-x~ dx) dy - M dx + (M·· + 
yx yx dX 
oM ) dx 
_ _,y--'-x'- dy dx - Q: . dy - -






























Substituindo (11.26) e (11.27) em (11.23) 
il 2 M 
- 2 xy + --~ 
axay 
Substituindo (11.19), (11.20) e (11.22) em (11.28) 
3 4w 
2 3
4 w + a 
4 w q l 
+ -- = 
3x 4 ax 2 3y 2 ay' D 
Seja operador r:;2 
32 32 
o = +--
3x 2 3y2 
Temos que: 
a' a' a' --·+ ·+--. 
3x 4 3x 23y 2 3y 4 
( 1 1 . 2 5) 
( 1 1 • 2 6) 
(11.27) 
( 1 1 . 2 8) 
(11.29.a) 
1 8 
V4 w = (11.29) 
(11.29) e a equaçao diferencial da flexão da parede, à derivadas 
parciais, de 4~ ordem, 1 inear, não homoginea, a coeficientes cons 
tantes. 
11 .3 - EQUAÇÃO DIFERENCIAL DA PAREDE, EM COORDENADAS CARTESIANAS, 
LEVANDO-SE EM CONTA CARGAS AXIAIS 
A dedução da equação diferencial da parede na qual 
atuam somente cargas transversais, discutida anteriormente, ba-
seia-se na hipõtese de que não existem forças no plano, isto e, 
agindo na superfície média, Além disso, as deflexões são tão p~ 
quenas que algum alongamento do plano médio seria desprezíyel;, As 
sim, este plano foi considerado como o plano neutro da parede. 
Ocasionalmente, todavia, forças no plano sao apl ic~ 
das diretamente nos bordos ou aparecem devido à variação de tem-
peratura e, além disso, podem ocorrer também, quando os desloca 
mentas da parede, paralelos à sua superfície média, são impedl 
dos por apoJ.os. 
Se, em adição ao carregamento lateral, houver forças 
agindo no plano médio da parede (Figura 11 .8), alongamento deste 
plano é produzido e as correspondentes tensões seriam considera 
das, Podem-se distinguir dois casos possíveis: 




tensio de flambagem crftica e pode-se desprezar 
seu efeito na flexio da parede e supor que a te~ 
sao total seja obtida com suficiente precisio, 
pela superposiçio das tensões devidas ao along~ 
menta do plano médio e as tensões produzidas pelo 
carregamento lateral; 
As tensoes no plano médio da parede -nao sao pe-




























Derivando a correspondente equaçao diferencial da su 
perfície defletida para este último caso, considera-se o equili 
20 
brio de um elemento infinitesimal cortado da parede por dois p~ 
res de planos respectivamente paralelos aos planos x·:2 e yz (F.!_ 
gura 11,9), 
Em adição as cargas transversais consideradas ante-
riormente, ter-se-ão, agora, cargas agindo no plano midio da p~ 
rede. 






-N:· cos S dy + (N + X X 
cos s 1 
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dX 
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dX 
cos B 1 cos s Cos .2ê.. 
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dX 
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dX 
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Fig. TI. 9 







Analogamente, a soma das componentes em x de 





cos S dx dy 
Fazendo o somatório das forças na direção x, tem-se: 
clN 
X cos S dx dy + 
dX 
clN clN __ x_ + yx o 
dX oy 
clN 
-~y_x_ cos i3 dx dy 
cly 
Analogamente, o somatório das forças na direção y 
clN clN 
___:t_ + xy = O 
oy dX 
o 
Considerando a soma das componentes em z 
(Figura 11.9) 
clN 
- N s en S dy + ( N · + 
X X 




s + o e 
~ 8
1 
~ S + ~ dx 
dX 
dX 
sen 13 ~ 13 ~ 





( 1 1 • 3 O) 
( 1 1 • 3 1 ) 
de N x dy 
- Nx dy 
aw 
+ (N X + 
dX 
oN 














Analogamente, considerando-se a soma das componentes 
em z de Ny dx tem-se: 
oN 




dx dy (11 .32-b) 









~-x~Y~ dx) (~ + 
dX oy 





















dx dy (11.32-c) 
Analogamente, considerando a soma das componentes em 




3 2 w 
axay 






dx dy ( 11.32-d) 
A projeção em z de todas as forças atuantes no pla-
no médio, e dada por: 
3N 3\, X ~· -~-dxdy +---
x 
3x2 3x 









dx dy + __:j_ 
ay 
'w . • 
º · ª" ay + 
ay 
dW a2w' .ªNyxaw 
dx dy +N --- dxdy+. · - dxdy yx. . 
3y dXdY 3y dX 
Simplificando e levando-se em conta as Eqs. (11.30) e 
(11.31) tem-se: 
(N 
. X + N y + 2 N xy 
) dx dy ( 1 1 • 32) 
axay 
Somando a expressao (11.32) com a carga transversal 
qtdxdy obtém-se, ao invés da equação (11.29-a), a seguinte equa-
ção de equi l Íbrio: 
+ 2 
3 4 w 3 4w 1 ----.+-- =-
3x23y2 3y 4 D 
32,, N a2w 
(ql + N -- + -- + 
x ax2 Y ay2 
2 N _a_,_w_) 
xy axay 
( 1 1 • 3 3) 
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(11.33) e a equaçao diferencial da superfície defletida da par~ 
de na qual atuam cargas transversais e axiais. Esta equação di-
ferencial foi originalmente deduzida por Saint-Venant / 1 /, em 
l 883. 
Fazendo-se q = O na .Equação ( 1 1, 33) tem-se a eq ua-
J 
çao diferencial da superfície defletida da parede, na qual atuam 
somente cargas axiais. 
cl 4 w + 2 ----+ cl\, . = _l_ (N 
cly 4 D 
1 l.4 - O METODO DE ENERGIA. 
1 1 , 4, l Introdução 
X 
cl 2w -- + 2 N 
xy ( 11.34) 
axay 
O .método de energia pode também ser usado no estudo 
da flambagem de paredes, especial.mente nos casos em que uma solu 
ção rigorosa da Equação ( 11,34) é impossível de ser obtida ou 
quando se tem uma parede com reforços rígidos e se pretende ape-
nas um valor aproximado da carga crítica, 
Quando cargas externas são aplicadas à parede, ela 
se deforma, gerando tensões internas das quais resultam forças 
internas. Assim, a energia total de uma parede deformada e aso 
ma da energia potencial das forças externas e internas. 
A variação na energia potencial das forças externas 
e o negativo do trabalho destas forças. Se w for o trabalho'to 
e 
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tal executado pelas forças externas e V a energia potencial des 
tas forças, tem-se: 
V = - W 
e 
(11.35) 
A capacidade das forças internas de executarem traba 
lho no estado deformado da parede, é chamada energia de deforma 
çao. Para calcular esta energia, é necessário somente computar 
o trabalho feito pelas forças internas, durante o processo de d.':'_ 
formação. A energia de deformação, acumulada na parede, no est~ 
do de equilíbrio considerado é o negativo do trabalho das forças 
internas. Se W. for o trabalho total executado pelas forças in-
' 
ternas e U a energia de deformação, tem-se: 
u = -w. 
1 
(11.36) 
Durante a deformação da parede, o trabalho das for-
ças externas w 
e 
e resistido pelo trabalho das forças internas 
W. ou seja, na configuração de equilíbrio, tem-se: 
1 
O potencial total TI· dà parede e dado· por: 
TI = U + V 
(11.37) 
(11.38) 
Em paredes nas quais atuam cargas no seu plano me-
dio, o equilíbrio estável é caracterizado pela ausência de deslo 
camentos laterais ou seja, w=O, u f, o ' V -/, 0 . A medida que 
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estas cargas crescem simultaneamente, com as deformações no pla-
no da parede aparecem eventualmente, desl-0camentos laterais. Ne~ 
ta condição, o equilíbrio originalmente estável, se torna instá 
vel e ocorre flambagem. 
maçao ê a carga crítica. 
A carga que produz este estado de defor 
Sua determinação é de grande importâ~ 
eia porque, quando aparece o deslocamento lateral, se se aumenta 
o valor da carga, grandes deflexões laterais aparecem, tendo co 
mo consequencia a ruína da parede, 
ser afastada. 
E situação perigosa, devendo 
A parede, ao passar de uma configuração de equilí-
brio estável para o instável, passa pelo.estado neutro o qual se 
caracteriza pela conservação da energia. "No .estado de equ i 1 í-
brio neutro, a parede originalmente plana, passa a uma configur~ 
çao curva, sem ganhar ou perder energia" ou seja, 
6W. + /',W o , e ou /',n = O ( 1 1 . 39) 
Enunciando: 
• Princípio da Energia Potencial Estacionária 
"De todos os possíveis deslocamentos que satisfazem 
as condições de contorno de um sistema estrutural, aqueles que 
correspondem à configuração de equilíbrio, tornam a energia po-
tencial estacionária 11 • 
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• Princípio da Energia Potencial Mínima 
11 De todos os .deslocamentos que satisfazem as condi-
çoes de contorno de um sistema estrutural, aqueles que correspo~ 
dem à configuração de equilíbrio estável, fazem a energia poten-
cial total assumir um mínimo relativo". 
Conclui-se pois, que o método de energia para o estu 
do da flambagem de paredes consiste na dedução da expressão do 
potencial total da parede e da sua minimização, sendo assim po~ 
sível a obtenção do valor da carga crítica. 
11.4.2 - O Potencial Total TI, da Parede 
11 ,4.2,l - Energia de Deformação da Parede Fletida sob a Ação da 
Carga Lateral 
Seja o elemento da parede, mostrado na Figura (11.4), 
Desprezando a energia de deformação devido aos esforços cortan 
tes Q , a energia de deformação do elemento é igual 
y 
ao 




e pelos momentos torçores M dy xy e M dx. yx 
Não havendo a contribuição dos esforços cortantes na 
curvatura da superfície defletida, as faces do elemento perman~ 
cem planas e a energia de deformação do elemento é igual ao tra-
balho realizado pelos momentos fletores 
mentas torçores M dy xy e M dx. yx 
M dy, M dx e pe 1 os mo 
X y 
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O trabalho executado pelo momento M dy 
X 
e igual a 
metade do produto do momento pelo ingulo entre as faces do ele-
Assim 
32,, 
---mento, apos a flexão, 
dX 2 
a curvatura da parede no plano xz. 
representa, aproximadamente, 
O ângulo que corresponde ao 












O trabalho do momento torçor M dy xy 
(11 .40-a) 
(11 ,40-b) 
e dadoc pela 
metade do produto do momento pelo ângulo de torção que i igual a 
- (~-) dx (F" 11 10) 1 gu ra . . 






dx dy ( 11,40-c) 
A mesma expressao representa o trabalho executado p~ 







dx dy (11 .40-d) 
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A energia de deformaçio total de um elemento de par~ 







+ 2 M xy 
3 2w 
---) dx dy (11.40-e) 
axay 
Substituindo os valores de My e M em xy 
da déf·lexio w, dados respectivamente pelas equaçoes 
funçio 
( 1 1 • 1 9) , 
( 1 1 • 2 O) e (11.22) tem-se: 
D 
o JJ {(~+~)2 _ 2 (l-v) íaw
2
. 
dX 2 dy 2 [ dx 2 





11 .4,2.2 - Energia de Deformacio da Parede sob a Acio de Cargas 
Contidas no seu Plano Médio 
Neste caso, tem-se um problema bi-dimensional da 
teoria da elasticidade, As componentes de deformaçio no plano 
médio da parede sio dadas por: 
h E 





y h E 












A energia de deformação do plano médio da 
u2 , por forças nele aplicadas é dada por: 
2 
E + N E + N y ) dx dy 
x y y xy xy 
Substituindo (11 .41-a, b, c) em ( 1 1 • 4 l - d) 
2hE 
Ny· 2 - 2v Nx N + 2 (l +v) N2 J dx dy y xy 
(11.41-c) 
parede, 
( 11. 41-d) 
( 1 1 • 4 l ) 
No caso da flexão da parede submetida i açao simulti 
nea de cargas laterais e cargas contidas no seu plano médio, su-
poe-se que as cargas contidas no seu plano médio sejam aplicadas 
primeiro e a energia correspondente seja dada pela Eq. (11.41). 
Aplicando agora a carga lateral com conseq~ente fle-
xao da parede. 
na direção x. 
z 











A deformação deste elemento na direção 
devida aos deslocamentos u e w, 
X , sera 




de deformação devida ao. deslocamento. u 
Calculando a parcela de deformação devida 
dX 
ao deslocamento w, Comparando os comprimentos R, e t
1
, respeE_ 








+ (~ dx) 2 .· · = 
ôx 
[
l + (~}2] J/2 
dX . 
l + (~)2 
2 ôx 
Considerando apenas os "dois p~tmeiros termos, 
tem-se: 
R, - R, = 
l dx [1 + 
_l ( aw:)2 dx 
2 ôx 
A deformação total unitária, na direção x, de.um ele 
mento do plano médio da parede, é dada por: 










E' = dV 
ôy 
+ _l (~) 2 (11.42-b) 
y 2 ôy 
A deformação cisalhante devida ao deslocamento u e 
d U d V 
e dada por + Calculando agora a parcela de defo r 
oy dX 
mação devida ao deslocamento w (Figura 11.12). 
y 8 
dy 
o dx A 
X 
Fig. IT.12 
Sejam dois elementos infinitesimais lineares OA e 
08 respect i.vamente, nas direções x e y, Por causa do desloca 




-maçao cisalhante yxy 
e - 71- e a defor 
2 
devida ao deslocamento w. 
Para determinar esta diferença considera-se os cos-
senos diretores i 1 , respectivamente, 
7T 
2 
n 1 = 
Q, 2 = 
m2 = 
n 2 ·== 
+ 
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dw J 1 / 2 --- dy) 2 
ay 
dy 
a 1-, -ª- dy aw 
= 
dy 






A-,aefó~maçio clsilhante total e: 
2 
2 
















Supondo que as deformações 
devidas a flexão, sejam pequenas 
e supondo também que N x' N e y 
E 1_' E 1 
x' y 





com E)(, E> Y' 
N se mantenham cons xy 
durante a flexão, a energia de deformação devida ao alon-
gamento adicional do plano médio, é: 
E' 
X 
+ Ny E' 
y 
+ N y' ) dx dy 
xy xy 
( 11.42-d) 






+ N xy dx dy · + 
+ ·-· N· (~)2 + 2 N âw â1,1l 
y dy xy dX ~ J dx dy ( 1 1 • 42) 2 
Somando as Equações ( 11, 40) e ( 11, 42) tem-se a ener 
gia de deformação total (U), de uma parede, durante a flexão 
1 +--
2 
ºI (-"'-+-w-) -2(1-v) _w_ rf \ a2. a2 2 [ ;,
2
·· 
J dX2 oy 2 3x2 
_ ( d 2 w, 
ôxôy 
dx dy 
( 1 1 , 4 3) 
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A primeira integral, no lado direito da Eq. (11.43) 
representa o trabalho executado, durante a flexão pelas forças 
agindo no plano médio da parede. As duas últimas integrais re-
presentam o trabalho executado pela carga lateral, Chamando T
1 
r~spectivamente, o trabalho executado pelos dois siste-











+ Ny 2 N xy 
+ ~)J dx dy 
ax 
~ J dx dy + 
ay 
( 1 1 . 4 4) 
(-
32
-w ) J ) dx dy 
axay 
(11.45) 
Se se despreza o alongamento do plano médio, conclui 
-se das expressões (11.42-a, b, c) respectivamente: 
au 
ax 












( 1 1 • 4 6) 
Substituindo as expressoes (11.46) em (11.44) tem-se 
que o trabalho T 1 das forças agindo no plano médio da parede é: 





JJ{( cl 2w a2w)2 ( l["'w D --+-- -2 1-v --
clx2 oy 2 clx2 
( a z w ) z] } dx dy 
3xay 
' 
. ( 1 1 • 4 8) 
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CAPfTULO 111 
(LAMBAGEM DO ELEMENTO PAREDE 
111. l - EQUAÇÕES AUXILIARES 
De posse da equação diferencial (11.34) e do poten-
cial total da parede (11.43), deduzidos no Capftulo anterior, 
far-se-ã, agora, o estudo da flambagem da parede retangular sob 
virias condições de carregamento e de apoios. 
A pesquisa dos casos de paredes retangulares com for 
ças axiais, j ã estudados, nos permi t i·rã obter os valores do eoe-
óieiente de vineulação e do eoe6ieiente de ólambagem da parede, 
valores estes, Gteis no estudo que se farã da associação destas. 
A solução da Equação (f 1 .34) deve satisfazer as con 
dições de contorno da parede retangular de dimensões a e b res 
pectivamente. Seja esta parede simplesmente apoiada nos bordos 
a onde atua uma carga de compressão uniformemente distribuída 
N (Figura 111,l). As condições de contorno dos bordos.!?_, nao 
y 
carregados, serão consideradas posteriormente. 
A Equação (11.34) se reduz a: 










Nos bordos ~- as condi.çÕes de contorno sao: 
( 1 1 1 , 1 ) 
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Fig. TIL 1 
Supondo que, ·na configuração 
a2 w y = o, 
ax 2 
ções de contorno ( 111 .2) se resumem a 
y = b permaneçam retos, 
(w = O)y=O ( \•/ O)y=b O) y=O 
e 1 1 1 • 2 i 
X 
de flambagem, os bordos 
deve ser zero e as condi 
(~ = ) o y=b ay2 
( 1 1 1 , 3) 
A equaç.ao diferencial· (111.l) e as condições de con 
torno (111.3) são verificadas pela expressão: 
w X sen ~ 
b 
n=l,2,3, ... ( 1 1 1 • 4) 
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onde ·X é uma ·função de .x, ainda a ·s.er determ.inada e n o nume 
rode meias ondas de flambagem na direção do carregamento. Subs-
thuindo (111.4) e as suas derivadas na,Equação (111.1) tem-se a 
equação diferencial ordinaria de 4~ ordem. 
d
4
X -Z( n1T)2 
dx 4 b 
- ~ (-'2.::../] X = O 
D b 
Chamando N = cr , h onde a e a tensão longit~ 
y c c 
dinal crítica incógnita e h é a espessura da parede, tem-se: 
d 4 X 
dx 4 
Introduzindo a notação: 
)J 2 = 
cr h 





(..!.'.: )2 J X = O 
Substituindo (111 .6) em (111.5) tem-se: 
d 4 X 
dx' 
- 2 




[1-µ 2 Jx=O 
A solução geral de (111.7) e dada por: 
( 1 1 1 • 5) 
( 1 1 1 • 6) 
( 1 1 1 • 7) 
( 1 1 1 • 8) 
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. n 1T /µ -] (111.9) 
r, b 
As cons_tantes e da Equação (111.8) 
são determinadas pelas condições de contorno dos bordos b 
111. 1. 1 - Condições de Apoio dos Bordos Descarregados 
111. 1. 1. 1 - Parede Elâsticamente Vinculada nos Bordos b 
Adotando a origem do sistema de eixos no:ponto.médio 
do bordo inferior e supondo apoios iguais nos bordos descarreg~ 









x da Equação ( 111, 8) desaparecem, 
(F.i·gura 11:1.2.). ,Tem-se, portanto, 
w sen 
bordos 
( 1 1 1 . l O) 
Determinando as constantes e Tem-se: 
(w = O) a x= ± (111.11) 
2 
A condição expressa por (111. l l) significa que os 
X ;;::. ± a 
2 
permanecem retos na configuração de flambagem. 
(1/J = 'ii,) x= + -ª-
- 2 
( 1 1 1 . 1 2) 











~Placas de vinculaçãof 
Fig. JII.2 
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rotaçao w da parede, na configuração de flambagero.i igual ao an 
gula de rotação w da placa de vinculaçio adjacente, as quais 
são rigidamente 1 lgadas. 
Exprimindo w e w em função de. w·, a fim de que 
seja possfvel relacionar as Equaç5es (111 .10) e (111.12). 
O.momento fletor M .,·por unidade de comprimento, que 
X 
atua ao ·longo dos bordos X = + -ª-- 2 na configuração de 
gem, é proporcional aó ângulo w, isto é: 
M = - ~ "iji 
X 
onde f; é o fator de proporcionalidade, dependendo das 





\)--) 'r a 
ay2 x=--2-
flamba 
( 1 1 1 • 1 3) 
dlmen-
( 1 1 1 • 1 4) 




3 2 w = -D(--)· a 
2 x= ±--ax 2 
Substituindo (111.15) em (111 .13) tem-se: 
* = D ± -ª-
2 
( 1 1 1 • 1 5) 
(1 1 1 • 1 6) 
±-ª-
2 




















ç; = 20 
ai; 







; o ( 1 1 1 . 1 8) 
<; i um numero adimensional, considerado constante ao 
longo· dos bordos b. 
cas de vinculaçio. 
r funçio das dimensões da parede e das pi~ 
Teoricamente i; ·•varia de O a "' 
a parede i completamente fixa nos bordos b 
e livre para rotaçio em torno destes bordos. 
e se 
Se i; ; O 
ela 
Substituindo a soluçio (111.10) nas condições(lll.n) 
e (111 .18) tem-se: 
e 
1 








e l r l senh 
a - e r a a ( 2 cosh a c3r~ r ~)=O r - sen r 2 - + s-- c1r 1 r --- cos l 2 3 2 2 2 l 2 2 2 
(1 1 1 . l 9) 
Os valores nao nulos de e l e c3 sao obtidos do 
sistema formado. pelas equaçoes lineares homogêneas. (111.19) 'fa 
zendo-se o seu determinante nulo, ou seja: 
,. ""'I . 
a r -
2 2 





.a n7f / 1 r -=-- µ+ 
l 2 2 cp 
- a 




e substituindo nas Eqs. (111.6) e 
a 






Substituindo ( 111.9) e ( 111.22) em (l'.lil'.20) tem-se: 




+ / µ - l t g ( ----21:_ / µ 
2 
1 n n 
-1 -l + 7f sµ - = o 
<P <P 
(111.23) 
A equaçao transcendente (111.23) define a relação en 
tre o par-ãmetro µ n e a raz-ao -- . 
<P 
Se se calcula·o valor ."de µ 




fica relativamente simples, pela Equação (111.21). 
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111.1.1.2 - Parede Simples.mente Apoiada nos Bordos b 
Fazendo-se na Equação ( 111. 23) i; ·="', obtém-se a con 
dição de estabilidade para uma parede simplesmentes apoiada. 




















E (-h-/ (-<j,- + _n_) 2 
12 (1-v 2 ) a n <P 
(111.24) 
na Equ3: 
( 1 1 1 • 2 5) 
Na Equação ( 111 .25) a Única incógnita é n. Observa 
-se que o seu valor é função da razao <P Para paredes suficien 
temente curtas, ou seja, para pequenos valores de <j,, a flamba 
gem ocorre em uma meia onda. Acima de certo valor de <P, duas 
meias ondas serao formadas. A razão 1 imite é a razão na qual hi 
a transição. de um estado de equi 1 Íbrio para outro, isto é, qua!!_ 
do ambos os valores (n=l, n=2) são igualmente possíveis 
·mesma tensão,de flambagem a 
c 
Para obti-la iguala-se os 
a 
valo 
res obtidos da Equação (111.25) quando se introduz n = 1 ou n =2. 
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Seguindo o .mesmo raciocínio, é possível determinar o valor de <j, 
para flambagem em duas ou três meias ondas. 
ral, encontra-se o valor da razão limite 
meias ondas podem ocorrer, da equação: 
_e/>_ n ~ n + + + 
n cj, n + cj, 
ou 
<j, = /n ( n + l ) 
Para n. = l • 2 • 3. <j, ; /2, 16, 
te. Isto sera i l u s t r a do no Exemplo (V. l ) • 
De uma maneira ge-
na qual n ou n + l 
~. respectivame.':!_ 
No regime elástico, o numero de meias ondas se torna 
independente do material. Reescrevendo-se a Equação ( 1 11. 25) 
(J ; (111.26) 
c 12 (l-v 2 ) 
(-h-)2 K 
a 
Temo-se K ; (-<j,- + _n_)2 , o QOe6lQlente de 6lambagem da parede, 
n cj, 
um coeficiente adimensional, indicando na Equação (111.26), a de 
pendência.de (J 
c 
da razao <j, e do número de meias ondas n. Pa 
ra cada existe um valor n e consequentemente um valor de (J ' c . . m1n 1mo-. Este valor, <j,. 0 , que conduz â tensão (J c mínima é ob-
tido,da condição: 
dCJ 
c o cf>o = n (111.27) 
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Substituindo (111 ,27) em ( 1 1 1 , 26) tem-·se: 
M. o 
1 n c 
(-h-)2 ( 1 1 1 • 2 8) 
a 
Conclui-·se da Equação (111 .26) que, para paredes cu-
jos bordos descarregados são simplesmente apoiados, o coeficien 
te de flambagem K assume o valor 4, 
111 .1.1.2.1 - Introdução dos Parâmetros .e..~.9. 
A equação transcendente. ( 111 ,23) já deduzi da ante-
riormente e inconveniente para- aplicações. 
No ~aso de paredes iimplesmente apoiadas tem-se uma 
equaçao algébrica (Eq, 111 .24) para µ 2 ou seja: 
µ 2 = 1 + 2 (-<P-J' + (-<P-)4 ( 1 1 1 • 2 9) 
n n 
~ possível exprimir a relação entre µ2 e _<P_ dada 
n 
pela Equação (J 11 .29), aproximadamente por uma expressao algébr.i_ 
ca sim i 1 ar. De acordo com Bleich 12 1, com um erro menor que 1%, 
os valores de µ 2 podem ser computados da expressão: 
onde p e q 
_µ 2 ·- (_<P_)2 1 + p 
n 
(J_)4 + q 
n 
( 1 1 1 . 3 O) 
sao fatores dependentes do coeficiente de vincula 
-çao s, Eles foram computados da condição de estabi ]idade (Equ~ 
çao 111.23), para vários valores de s, A Figura ( 111.3) mostra 
o ·ábaco dos valores de p e q em função de s. 
Substituindo (111.30) na Equação (li 1.21) e também 
D pelo ,seu . v a 1 o r e b = tj,a, a seguinte equação de CJ va 
c 




c = 12(1-vn 
(-h-) 2 
a 
K = (-n-J2 
<P 
+ p + q (-tj,-)2 
n 
e a equaçao de (J 
c 





( 1 1 1 , 31) 
( 1 1 1 • 3 2) 
( 1 1 1 . 33) 
Como no. caso de paredes simplesmente apoiadas, a ra 
z a o 1 i m i te ~ , p a r a a q u a 1 n ou ( n + 1 ) me i as o n d a s podem oco r 
rer, é obtida da condição: 
( .: )2 
<P 
i:Ju 
+ p + q ( ~ )2 . = 
n 
( n + 1 )2 + p + q ( 
<P 
<P = F / n(n+l) 
tj, ) 2 





























1 1 1 1 
~ Ambos bordos da parede elósticomenle vinculados 
f.-,-~ -----· . 
-P Para ~ - ., , p, 200 
1 1 
' 1 Poro valores de E,> 1.6 
Calcular p e q I pelas fórmulas 
0.047 
p' 2 + 0.73 + 5 
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O valor. de q, 
mo e obtido da condição: 
para o qual 0 
c 
alcança o valor r • m1 n 1 
d0 
c o .. > 
Substituindo-se (111.35) em (111.33) tem-se: 
M. cr = rr
2 E 
1 n c 
Na Equação ( 111. 36) tem-se: 
K = p + 2/q' 
(-h-)2 ( p + 2 ~ ) 
a. 
(111.35) 
( 1 1 1 . 3 6) 
( 1 1 1 • 3 7) 
Bleich 1'1 foi .o pr.imeiro a u.tilizar· os coeficientes 
p e·q na an-âlise da flambagem·de paredes. A vantagem obtida 
na introdução dos ábacos de p e q e que um par de curvas e su 
fiei ente para determinar o coeficiente de flambagem K, para um 
dado valor do coeficiente de vinculação ç. Caso contrário uma 
famíli-a de curvas exprimindo a relação entre q, e K seria neces 
sãria para a determinação do coeficiente de flambagem (Veja Fig~ 
ra V.2). 
Segundo Bleich 1'1, q varia 
dos descarregados simplesmente apoiados) 
de l a-· 5. Para 
tem-se '4'=/n 
q=l (bar 
( n + l) 




flambagem se encurtam consideravelmente quando os bordos não car 
regados são engastados. 
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Até aqui, supos--se apoios iguais em ambos os bordos 
descarregados, Se os apoios forem desiguais, o seguinte método 
aproximado tem sido sugerido por Lundquist e Stowell 1" 3 1 o me-
todo citado anteriormente, quando bordos descarregados sao apoi~ 
dos Igualmente é apticado, primeiramente, usando-se o coeficien 
te de vinc~Jaçio t 1 de um dos bordos descarregados, a fim de .. se 
obter o coe~iciente de flamhagem K
1 
e analogamente, para o ou-
tro bordo nao carregado, a obtençio de ç2 e o respectivo coe f i 
fi:<H:ente K2 • o valor mêd i o K 
K1+ K2 
aproximaçio do = e uma 2 
valor exato de K e deve ser introduzido na Equaçio (111.33) para 
se obter a tensio crítica da parede em estudo, Lundqu i st i.e Stowe 11 
fizeram uma comparaçio dos valores exato e aproximado de K, para 
um grande nGmero de casos e mostraram que a diferença.na matória 
dos casos, corresponde a uma porcentagem.mínima do valor exato. 
·Para paredes cujos bordos descarregados· sao engast~ 
dos, ou seja, fazendo-se ç = o na Equaçio (111.23) ou calculan 
do os valores de p e q do ábaco da Figura 'f(l 11.3),. tem -se 
p = 2,50, q = 5,00 e K = 6,972. 
Para paredes apoiadas em um dos bordos descarregados 
e engas-tados no outro, adota-se o método sugerido por Lundquist 
e Stowel 1. 
Para o bordo engastado -
Para o bordo apoiado 
K = 






111 .1.1.3 - Parede Elasticamente Vinculada em um dos Bordos Des-
carregados b e Livre no Outro 
Adotando,agora, o seguinte sistema de eixos: ,eixo y 
coincidente com o bordo E. apoiado e o eixo x coincidente com o 
bordo a inferior, da parede, conforme Figura (111.4). NãÕ .. há si 
metria em relação aos eixos coordenados e a solução geral da equ~ 
ção diferenc1al (111.1) é dada pela Equação (111.8). 
As condições de contorno dos boidos · ~descarregad~s 
sao: 
(1:1 = O) x=O e ( l/J = IÍJ) X= 0 (111.38) 
(V 
X 
+ (2 -v) = O) 
x=a 
( 1 1 1 • 39) 
onde V e o esforço cisalhante transversal efetivo, no 
X 
bordo 
1 i v re. 
= o 
e obtém-se: 
e 1 = -e 3 
r2 r2 + r2 
c2 - C4 - e ,~ J 2 (111.40) 







































Substituindo (111.40) em (111.8): 
(cos r 2 x - cosh ~l x - t;~ 2 
Das condições (111.39) vem: 
. a 
E;-
r2 + r2 
1 2 
2 
r2 + r2 
l 2 
zl = r2 - v (2-)2'= r22 + (2-v) (~)2 
l b b 
n rr 
/ }l + l 
<P 





( 1 1 1 . 4 l ) 
r2 
+ tr- cosh r 1a)=O 
rl 
( 1 1 1 • 42) 
( 1 1 1 . 4 3) 
( 1 1 1 . 4 4) 
(111.45) 
(lli.46) 
( 1 1 1 • 4 7) 
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-Os valores nao nulos de e sao obtidos do sis 
tema formado pelas Equações ( 111. 42) fazendo-se o seu determi nan 
te nulo. Obtém-se, então: 
t ( 1 1 1 . 48) 
g 
A equaçao transcendente ( 111.48) exprime a relação 
entre µ e _<P_ pois são funções de µ, co 
n 
mo pode ser observado nas Equações (111.43, 44, 45, 46, 47). 
Analogamente, como no item 111, l J 1,2, l a tensao ' cr,
ticà ªc e dada pela Equação ( 111.31). Os pa-rãmetros p e q f~ 
ram calculados da Equação (111.48) e os resultados obtidos sao 
mostrados na Figura ( 111. 5). 
Também a razao cj, , na qual n ou (_n + 1) meias. on-
das podem ocorrer e dada pela Equação (111.34) e o valor 
de ªc edadopelaEquação(lll.36). 
' . m1n1mo 
Observando-se os ábacos das Figuras ( 111.3) e (111.5) 
conclui-se que os valores de p e.q variam com as diferentes con 
dições de apoio dos bordos descarregados. 
Da Equação (111,35) conclui-se que, com a diminuição 
da vinculação elástica, cj, 0 aumenta constantemente em conseque~ 




Um bordo do parede elasticamente 
0.120 




, ___ l.. ____ 
~ -- o.no 
\ 
- - -
'- .. -- '-- --~--- ~-- - -- - - 0.100 




"' Poro valores ~ > 1.6 
0.080 





1'.. p' 0.425 + 0.025 + ~ 
0.060 
I"-. e • 0.061 -- --- - .L---- q- 0.43 +• 0.050 -- K: r--.. ~ 
0.30 
-r--. 0.040 ~ 0.20 
0.030 
Para~ .... e:q:O 
0.10 -- - L.-_____ ·-. ~~-----~- - " ~ -· .- . .. 0.020 
•.. L-,-L..---
, __ - -l-w- -- - 0.010 
o.o 
0.2 0.4 0.6 o.e 1.0 1.2 1.4 1.6 
Fig. ][ .5 
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eia da diminuição do valor de q No caso limite de ··um bordo 
simplesmente apoiado, q =O, a razao q, 0 sera infinita indican 
do que a parede sempre flamba em uma meia onda. 
de q, 0 , a tensão crítica, ou seja, o valor de 
sintaticamente se aproxima do valor 




E (-h-)2 p 
12(1-v 2 ) a 
(J 
c 
Com o aumento 
diminui e as-
( 1 1 1 • 49) 
Se um bordo b da parede for 1 i v·re para rodar, a p~ ~. 
rede flambari em uma meia onda, independente do seu comprimento, 
Todavia, o valor da tensão crítica nunca seri inferior ao valor 
dado pela Equação (111 .49) nao dependendo do comprimento da par~ 
de. Se um bordo da parede for elasticamente engastado, a Equa-
çao (111.34) indica que virias meias ondas se formarão se o com 
primento da parede for suficientemente grande, 
As condições de estabilidade expressas pelas Equa-
çoes (111.23) e (111.48) têm sido recentemente resolvidas, com 
lioa· aproxima.çao por Lundquist e Stowell 12 '1, para virias valo-
res de I; entre Q e oo Eles usam um coeficiente de vinculação 
E = 2 -1;- Os valores do coeficiente de flambagem da parede, K' 
na Equação ( 111 ,33) são apresentadas nas publicações de Lundquist 
e Stowell, por meio de ibacos e tabelas. Comparações feitas mo~ 
tram que os ibacos (Figura 111.3) e (111.5)) dão os valores de K 
com um erro menor que 1%. 
Supondo a parede apoiada em um dos bordos descarreg~ 
dos e 1 i vre no outro tem-se do ibaco da Figura ( 111. 5): 
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p = 0,425 q = o K = O , 42 5 
Sendo a parede engastada em um dos bordos descarreg~ 
dps e livre no-outro, tem-se: 
p = 0,570 q = 0,125 K=l,277 
Res~mindo, tem-se os seguintes valores para o coefi 
ciente de flambagem de uma parede retangular de dimensões a e 
b onde b >>a. 
Condições de apoio dos bordos 
descarregados K 
X = o • X = a . 
Ambos bordos simplesmente 
apoiados 4 , o 
Ambos bordos engastados 6,972 
.. 
Um bordo simplesmente apoiado 
5,486 
e o outro engastado 
Um bordo simplesmente apoiado 0,!125 
e o outro 1 i v re 
Um bordo engastado e o outro 
1 i v re 
1 , 2 7 7 
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111. 1,2 - Resultados Obtidos pelo Método de Energia e Pela Egua-
çao· Diferencia 1 


























A equaçao diferencial de equi lfbrio e: 
O 4 W. 
+-2 ---'----
3x23 y 2 
+ 
e as condiç~e6 de contorno sao: 
0jx=0,a 
e [ 
3 2 w 
3x 2 
+V- J x=O ,a 
Seja a solução de ( 111.50) dada na forma: 
( 1 1 1 , 5 O) 
(111.51) 
w = f(x) sen ~ 
b 
6 1 
( 1 1 1 . 52) 
Em (111.52) n significa o numero de meias ondas nas 
















1 / 2 
Substituindo (111.52) em (111:51) tem-se: 
o 
A1 cosh aa + A2 senh aa + A3 
cos Sa + A4 sen Sa = O 




( 1 1 1 , 5 5) 




= ª2 -1 
= S2+ v 
( 1 1 1 • 5 7) 
Fazendo nulo o determinante do sistema formado pelas 
equaçoes ( 11 1. 56) tem-se: 
-(y 2 - 6 2 ) 2 senh aa sen Sa = O ( 1 1 1 • 5 8) 
A Equação (111,58) define a condição de estabilidade 
da parede. 
Sejam os parâmetros: 
N a2 
K = ( 1 1 1 • 59) 
= ----b ( 1 1 1 • 6 O) 
a 
Substituindo (111.59) e (111,60) em (111.55) tem-
-se: 
ªª 
± _n_J 1/2 
<P 




( 1 1 1 . 6 3) 
tem-se 
r2 = a. 2 ª2 -
vn21r2 (~) (111.64) 
52 B2a2 + b = 
r2 + s2 = p2 + q2 = (111.65) 
Substituindo (111.62) e (111.63) em (111.58) tem-se 
a equaçao característica .(S)S = O a qual define a estabilidade 
de uma parede retangular apoiada nos quatro bordos. 
(S)S = -(r 2 + s 2 )2 senh p sen q = O (111.66) 
A equação característica ( 111.66) define uma relação 
entre n, K e $. Para uma dada parede, arbitrando-se o valor 
de n, procura-se determinar o valor de K que ,anule: a. equ~ 
çao. Para n = 1 e $ = 1, tem-se da Equação (111.66), K= 4. 
Substituindo este valor em (111.59) tem-se: 




3 ( l - \/ 2 ) a 
( 1 1 1 • 6 71 
O me~mb feiUltado e obtido pelo método de energia. 
Seja a deflexão da superfície média, representada po_r 
õma série trigonométrica dupla 















a 2 w 
3x 2 
a2w -(--º2_,c_.,_)2]} dxdy 
3y 2 oxoy 
·+ 
( 1 1 1 • 6 8) 
: ' ~ i • - " 
1T = N I I y ª2 . mn -~+-
1
·D ll ª2 
mn 
ab m2'TT2 _n_2_112_) 2 -(--+ 
2 4 2 .. 4 ª2 b2 
(111.69) 
Procurando o valor de N que torne 'TT estacionirio y 
e:conseqüentemente um mínimo 
ªª mn 
N = y 
= o 
Fazendo-se m = l, n = l 
a -
2 1T 2 
( m + 
l2(1-v 2 ) 
(-h-)2 ( q, 2 + 
a 
+ 2) 
Para q, = l, K = 4 e a tensao crfti ca sera dada 
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tamóém pe 1 a Equação (11 1, 67). 
111.2 - EQUAÇÕES CARACTERÍSTICAS 
Equação caracterfstica· é a que define a estabilidade 
de uma parede retangular isolada, sob virias condições de apoio 
para os bordas descarregados. 
Na. notaçao para as funções caracterfsticas, S, B, 
E e S tem sido usadas, respectivamente, para denominar apoio 
X 
simples, engaste, bordo livre e bordos dispostos .Aiiét~icamente 
em relação ao eixo x. Os parênteses são usados para represe~ 
taras· condições de apoio em x =-0. Assim por exemplo, (B)F =0 
e a equação característica para a parede engastada no bordo x= O 
e J i v re no bordo x = a . 
Analogamente ao Item 111 .1 .2. 1 onde se deduzi:u a equ~ 
çao característica (S)S = O, obter-se-á as seguintes condições 
de apoios dos bordos descarregados (veja Apêndice 1): 
(B):B = [2 pq (1 - cosh p cos q) + (p 2 - q 2 ) senh p sen q] = O 
( 1 1 1 • 70) 
(B) S =~(r 2 + s 2.) (q senh p cos q - p cosh p sen q) o (111.71) 
(S) F = -·(r 2 + s 2 ) (q·r 4 senh p cos q - p s 4 cosh p sen q) = O ( 1 11 . 72) 
(B)F =~pqr2 s 2 + pq(r 4+ s 4 ) coshp cosq+(q 2 r 4 -p 2 s 4 ) senh p sen q] = O 
Llll.]3) 
( s) s 
X 
=-pq(r2+s2 ) cosh ___e_ 
2 
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cos ( 1 1 1 • 7 4) 
(B) S 
X 
= -·p q ( p s en h ___e_ cos _g_ + q cos h ___e_ s en _g_ = O 
2 2 2 2 
( 1 1 1 • 75) 
No estudo da associaçio de paredes retangulares del-
gadas, algumas vezes i necessirio considerar invertidas as pos! 
ções dos apoios. 
gastada em x =a, 
Por exemplo, uma parede livre em x =0 e en-
çoes (F)B - O ou 
teria funçio característica {F)B. As equ~ 
(B)F = O conduzem, certamente aos mesmos re 
sultados. A inversio da posiçio dos apoios dos bordos descarre 
gados nio afeta a soluçio para paredes isoladas mas, freqüente-
mente, a estabilidade de secçoes estruturais compostas de conju~ 
tos de pa.redes delgadas, envolve comb.inações das funções caract~ 
rfsticas, Neste caso, o sinal destas funções i importante por-
que influi no resultado global. 
lações entre as mesmas. 
(S) S = (S)S 
( B) B = ( B) B 
(B)S =-(S)B 
( S) F = -(F)S 
( B) F ( F) B 
(S)S = 
X . 
- ( s ) s 
X 
(B) Sx = - ( S ) B 
X 
Por isto, são dadas aqui, as re 
( 1 1 1 . 7 6) 
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CAPfTULO IV 
ASSOCIAÇÃO DE PAREDES 
1 V. 1 - 1 N T R O D U CÃO 
A teoria da estabilidade de estruturas compostas de 
paredes delgadas associadas, fundamenta-se na teoria da estabi 1~ 
dade de paredes retangulares, nas quais forças de compressão uni 
formemente distribuídas atuam em dois bordos opostos. 




No projeto de peças comprimidas, quaisquer que sejam 
suas rijezas, a tensao admissível para a peça e a que correspo.!2_ 
de à menor resistência a algum dos possíveis tipos de instabili-
dade: 
1) Geral ou Primária 
r aquela na qual a secçao transversal translada ou 
gira, ou ambos,, mas não distorce no seu pr6prio plano 
racll/,1). 
2) Local ou Secundária 
(Figu-
r aquela na qual a secçao transversal distorce em seu 
pr6pri.o plano mas, não translada e nem gira (Figura IV.2). 
(O) Secção transversal 
translada 
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( b) Secção transversal 
translada e gira 
Fig. N. I - Modo crítico primário do estruturo. 
Fig. N. 2 - Modo critico secundo.rio - Secção transversal distorce. 
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O problema a ser discutido aqui é o.da instabilidade 
local elástica, de uma estrutura composta de paredes delgadas 
comprimidas. A estrutura pode ser quanto a forma da sua secçao 
transversal, aberta ou fechada. Se aberta, os bordos extremos 
podem ou não estar ligados à flanges externas. Uma equaçao de 
estabilidade global, baseada na teoria das pequenas deflexões da 
parede fletida, origina-se das condições a que devem satisfazer 
os bordos comuns e extremos da estrutura. 
Observa-se que a tensão de compressao crftica causa 
um modo de flambagem que acarreta certo numero de meias ondas se 
noidais, na direção longitudinal. Este numero de meias ondas e 
comum a todas as paredes componentes da estrutura. Na equaçao 
de estabilidade global, um determinante de alta ordem, nulo, co~ 
duz à expansão de determinantes secundários de 4? ordem, relaci~ 
nando as funções caracterfsticas já deduzidas no Capítulo 
ri o r. 
ante 
Em geral, a maior ou menor complexidade da equaçao 
que rege a estabi 1 idade de uma estrutura e conseqüentemente da 
sua solução depende essencialmente da forma da sua sec~ão trans 
versa!, 
IV,2 - CONSIDERAÇÕES BÃSICAS 
Na estrutura composta por um certo numero de paredes 
retangulares ligadas entre si pelos bordos longitudinais, ocorre 




1. Bordos comuns as paredes componentes permanecem 
retos; 
2. O ângulo original entre paredes adjacentes com um 
bordo comum, não varia durante a flambagem; 
3. Os comprimentos das ondas nas quais todas as par~ 
des flambam simultaneamente, são iguais. 
Há exceçoes; Por exemplo, quando grande numero de 
ligadas para formar uma estrutura de secção transve~ 
sal aberta, com um ângulo muito raso entre paredes adjacentes, 
de modo que a superfície da estrutura se aproxima da forma de uma 
casca, há a possibilidade de distorção do bordo comum. Secções 
com uma grande variação na espessura das par~des componentes pe~ 
deriam continuidade na junção. Contudo, de uma maneira geral 
as hipóteses acima, ilustradas na Figura (IV.3) se verificam. 
O problema pode ser resolvido pela solução da equa-
çao diferencial de equil Íbrio global ou pelo método de energia. 
Considerando a solução da equaçao diferencial de equ~ 
líbrio, há duas aplicações distintas: uma se refere a estrutu-
ras cuja secção transversal tem uma configuração repetitiva bási 
ca consistindo de duas ou mais paredes com um bordo comum e uma 
variedade de condições para os outros bordos. 
de paredes consecutivas (Figura IV.4). 




















se montem retos 
Ângulo entre 1paredes 
adjacentes invaria'vel 








Fig. N.4 - Configurações básicas de secções. 
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IV.3 - EQUAÇÕES GERAIS DE ESTABILIDADE 
A Figura (IV.5) mostra a secçao estrutural formada 
de n paredes tendo um bordo comum em x = O e condições de apoio 
arbitrárias em X = a 
1 , 2 , ••• , n 
Estas são definidas pela ge~ 
metria da secção e são exemplos típicos: 
X = a 1 i v re: flange de secçoes I ou canal; 
a 







Fig. N.5 - Configuração 
n n 
de bordo comum de n paredes. 
Seja a, ·rê_s-ima parede componente da secçao estrutu-





O bordo [x = o] permanece reto, Logo, 
r 
( 1 V. l ) 
A i n e l i nação o r i g i na l e n t r e a ·rês i· ma e (r+l)ésima 
paredes se mantém. Então, 
[(~) J -x=O dX r [(~) 1 = o x-OJ d X - r+] ( 1 V, 2) 
Há também o equilíbrio de momentos de todas as par~ 
des em torno de O 
y 
I lí-D (~+V~) J = o 
r=l dX2 oy2 x=O r 
(IV.3) 
A equaçao (IV.l) resulta em n equaçoes, a Eq.(IV.2) 
em (n - l) e a ( IV. 3) em uma equação. Duas condições para cada 
um dos bordos X = a 1,2,3, ... ,n resultam em 2n equaçoes. 
Tem-se entao, um total de 4n equaçoes. Supondo n =2. têm - se 
oito equações do tipo: 
ª l l ª12 ª13 ª14 o o o o l Al 1 
ª21 ª22 ª2 3 ª24 o o o o l A2 
ª31 ª32 ª33 ª34 
. o o o o lA3 
ª41 ª42 ª43 ª44 ª45 ª46 ª47 ª48 1A4 
= o 
o o o o ªs 5 ª56 ª57 ª58 2 A l 
o o o o ª65 ª6 6 ª67 ª6 81 2A2 
o o o o ª75 ª76 ª77 ª78 2 A3 
ª81 ª82 ªs3 ª84 ª8s ª86 ª87 ª88 2A4 
( 1 V. 4) 
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Em (IV,4) a 4~ linha define igualdade de inclinação 
das paredes l e 2 e a 8~ linha define equilíbrio de momentos em 
torno do bor·do comum x =O. 
Fazendo nulo o determinante de (IV.4) tem-se a solu 









K h a D 
r (-r ) (-r )2 (-1 ) 
D 
r 
e À onde: r 
a 
r 






( 1 V. 6) 
Conclui-se que a estabilidade de um certo numero de 
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paredes com um bordo comum pode ser expressa em função da estabi 
]idade das paredes componentes individuais. 
A Figura (IV.6) mostra a secçao transversal formada 
de n paredes consecutivas, A 1~ e a nêsima paredes têm condi 
çoes arbitrárias ao longo dos bordos Nos 
bordos comuns, supõe-se que não haja variação de inclinação ang~ 





Fig. N.6 - Configuração de n paredes consecutivos. 
pessura h 
r 
Seja a rêsima parede componente de largura a e es 
r 
Os bordos 1 X = Ü I e 
r 
lx=al permanecem retos r e 




(•1=0) 1 x=a 
. r 
( 1 V. 8) 
ou seja: 
1 X = a 1 n 
quaçoes. 









[(~) J , x=a ox r [
(~) 1 
x-0 O X - ~ r+] 
= o ( 1 V. 9) 
Hã também o equilíbrio de momentos em relação a o 
y 
,2 1 
\l _o_w_) 1 
oy2 x=".J r [ 
02w :i2w ~ + -D (-- + \l --) 
,2 ,2x=O l 
= o ( 1 V. 1 O) 
ox oy r+ 
Cada urna das equaçoes acima conduz a (n-1) equaçoes. 
Duas condições para cada um dos bordos I x = O 1 1 e 
conduzem a quatro equações resultando no total de 4n e 
Supondo n = 2, tem-se oi to equaçoes do tipo: 
ª12 ª 1 3 ª14 o o o o 1 A 1 
ª22 ª23 ª24 o o o o 1A2 
ª32 ª33 ª34 o o o o lA3 
ª42 ª43 ª44 ª45 ª46 ª47 ª48 1A4 
2Al 
= o 
ª52 ª53 ª54 ª55 ª56 ª57 ªss 
o o o ª65 ª66 ª67 ª68 2A2 
o o o ª75 ª76 ª77 ª78 2 A3 
o o o ªas ª 86 ª87 ª88 2A4 
( 1 V. l l ) 
Em (IV.11) a 4~ linha define igualdade de inclinação 
na junção das duas paredes. A 5~ linha define equilíbrio de mo-
mento em relação ao bordo comum. 
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Fazendo nulo o determinante, tem-se a solução, que 
nem sempre pode ser dada numa forma concisa mas e sempre função 
da estabi ]idade das paredes componentes, 
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CAPÍTULO V 
&XEMPLOS DE APLICAÇÃO 
V. l - ESTRUTURA COMPOSTA DE UMA 0N I CA PAREDE 
V.l.l - Seja a parede retangular de dimensões a e b respectiv~ 
mente, simplesmente apoiada nos quatro bordos e comprimida uni-
formemente no seu plano médio, na direção y pela força N ap 1.!_ 
y 
cada nos bordos y =0 e y =b 





/ X Ny 
z 
Fig. Y.. 1 
(Figura V.l). Determine o valor 
y 
1 1 1 
1 1 
! 1 1 ' 1 -- r- -T - -j ---1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 
--1- --1 r---r --1 1 
1 1 1 
1 1 1 
! 1 ' 1 --T - -·---, --




/ l X Ncr z 
A deflexão da superfície média pode ser representada 
por uma série trigonométrica dupla, do tipo: 
00 00 
w-= l l 
rn=l n=l 





(V, 1 ) 
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que satisfaz as condições de contorno: 
o potenciàl 
o] x=O, a 
y=O, 5 
[ M J X - Q - x=O, a 




1T - rf [N .(~)2 + N (~)2 
2 J X, dX y oy 
+ 2 N 1::!.... 
xy ílx 
dW J -- dx dy + 
+ -
2 
D f J{ c-ª-2_w. +-ª-2w_) 2 - 2 ( l -v) T_a_2_w a 2 w 




Substituindo as derivadas de (V.l) em (V.5) e inte-
grando, tem-·se: 
1T = ab -- + 
4 
D I I 
2 
O valor de N que torna 1T um valor estacionário e 
y 









( + n) 
a 2n 
(\/ . 6) 
O menor valor de N na expressao (\/,6) é obtido fa 
y 
zendo-s.e m = 1, O significado ftsico é que a parede flamba em 








+ n) (V, 7) 
O primeiro fator na expressao (V, 7) é a carga de Euler 
para uma faixa da parede de lar~ura unitiria e comprimento b. O 
segundo fator indica em que proporçio a estabi 1 idade de uma pare 
de contínua é maior que a estabilidade de uma faixa isolada, Es 
te fator depende da razao b/a e do numero n que i.nd i ca o nume 
rode meias ondas nas quais a parede flamba na direçio do carre 
gamento. 











(- _:-1.::... + 1 ) o 
ª2 n2 
(V. 8) 
ou seja, a carga crítica sera obtida supondo o numero de meias 
ondas de flambagem na direçio da carga, igual i razio b 
a 
Se b = a, tem-se a parede quadrada e uma meia ·.onda 
de flambagem; se b = 2 tem-se duas meias ondas de flambagem 
a 
81 
na direção do carregamento, 
Generalizando, se b 
a 
= n tem-se n meias ondas de 
flambagem .. Conclui-·se poi:s, de (V,8),que o número de meias on-
das nas quais a parede flamba cresce com ~b-. Uma parede muito 
a 
longa def[ne meias ondas de flambagem cujos comprimentos se apr~ 
ximam da largura da parede (Figura V,2). 
Fazendo-se em (V, 7) n= l tem-se para a parede qua-
drada 
Ny cr ·-
b a 2 (-+-) 
a b 
(V, 9) 
Para b :J : tem-se , Ny · -
. cr 
a 
Para outras propo rçoes da parede, a expressao (V.9) 
pode ser dada 
N K 
1T 2 D 
(V.10) = Ycr 
ª2 
Na Figura (V.2) tem-se representado o valor de K. Vê 
-se que K e maior para pequenos valores de b 
a 
e decresce_.se to r 
nando um mínimo quando b =a e logo após crescendo novamente. 
Supondo duas meias ondas de f I ambagel)l .n = 2 , 
uma linha imaginária que divide a parede em meias ondas. 
tem-se 
1: como 
se existisse uma parede simplesmente apoiada de comprimento b/2. 
Substituindo b 
2 
no lugar de b em (V.9) tem-se 
K 
12 
n=l n=2 n:3 n:4 n=5 
11 1 \ 1 1 1 1 1 \ 1 
1 \ \ \ 10 1 1 \ \ 
1 1 \ \ 
1 1 \ \ 9 1 \ \ 1 1 \ 
1 \ \ 
\ 
B 1 \ \ \ \ \ \ 
1 \ \ \ 7 \ \ \ \ 
\ \ 
\ \ 
' '\ ' 6 \ \ '\ ' \ ' \ \ / \. '-
' >', ' '-'- ' 5 \ / ' ' ' ..... ' / ..... ' --.._ ---...... ..--><- - ---- -~ ------ - --4 
3 
2 















(V. l l ) 
O segundo fator em (V.11) e representado na Fig. (V.2) 
pela curva n= 2. Esta pode ser obtida. da curva n = 1 dobrando-
-se o valor das ab~ssas e mantendo-se o mesmo valor das ordena 
das. E assim.por diante obtém-se a seqüência de curvas para n=3, 
4, 5. 
De posse do ibaco da Figura (V.2) pode-se facilmente 
determinar o valor da carga crítica e o número de meias ondas p~ 
ra um dado va_lor de_ b/a, S6.é'.necessirio tomar o ponto corres 
pondente do eixo das abcissas e escolher a curva que possui a me 
nor ordenada para aquele ponto, Na Figura (V.2) as porçoes das 
curvas definindo os valores das cargas críticas são mostrados p~ 
las linhas cheias. 
Ainda na figura (V.2) pode-se observar que a razao 
b se relaciona diretamente com o numero de meias ondas de fiam 
a 
bagem n , Para paredes curtas, a curva n = 1 di os menores valo 
res de K na Equação (V, l O), A partir do ponto de intersecção 
das curvas n = 1 e n = .2, a curva n = .2. tem as menores orde-
nadas ou seja, a parede flamba em duas meias ondas até o ponto 
de intersecçi.o das curvas n = 2 e n = 3, A partir deste ponto, 
a parede flamba em três meias ondas e assim por diante. 
A transição de n para n + 1 meias ondas e dada 
por 
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b ha b ( n + 1 ) a + --- = + 
na b (n + 1) a b 
ou 
h /n {_n + 1 ) (V.12) = 
a 
para n = 1 , 2, 3, b = fi , /6' · , m', .. , respectivamente. 
a 
O numero de meias ondas, nas quais a parede flamba 
aumenta com a razao bJa e para paredes muito longas, n e tam 
bém um número grande. De (V, 12) tem-se 
b ~ n (V. 1 3) 
a 
De (V,13) conclui-se que uma parede muito longa fla~ 
ba, em meias ondas cujos comprimentos se aproximam da largura da 
parede, Assim, uma parede na configuração de flambagem, subdivi 
de-se aproximadamente em quadrados, 
lorde b/a, 
(V.9) b/n 
Da Figura (V.2) determina-se para um determinado va-
o numero de meias ondas de flambagem, Substituindo· em 
seja, 
no lugar de b, 
a cr 12 (1 -v 2 ) 
tem-se o valor da tensio crftica ou 
(-h-)2 (V.14) 
a 
V.1.2 - Calcular a tensao crítica a 
c 
atuante numa parede reta~ 
guiar de dimensões a b e h = 1 O cm , ( F i g u r a V , 3) , apoiada 
85 
nos bordos~, 1 i.vre em um dos bordos b e apoiada no outro.Dados 
do material: 






11 ' ' 1\ 1 
Ir----1-
l 1 1 
11 1 
1 I 1 
1 i----- , ... -1 
11 1 
1' 1 .! ' 
b 
1t ___ T 
fl ' ,, ' ! o 
Ny 
X / z 
Fig. Y.3 
A equaçao diferencial de equilíbrio e: 
ô 4 w + z _...::__....:.:.._ + 





Supondo a soluçio dada na forma: 
W = f(x) sen ~ 
b 















f (x) = A1 cosb ax + A2 senh ax + A3 cos Sx + A4 sen Bx 
onde a e B sao dados pela Equaçio ( / 11. 55). 
X 
Ncr 
(V. 1 5) 
(V. 16) 
(V.17) 
As condições de contorno são: 
-D (~ + 
dX 2 
86 
2· a w l v--
ay 2 
+ (2 -v) 
= a] x=O 
ílxíly 2 = O J x=O 




cos h p A 
1 
+ s en h p A
2 
+ cos q A
3 
+ s en q A
4 
= O 
A solução de (V.22) e dada por: 
( r 2 + s 2 ) ( q r • co s q se n h p - p s • se n q co s h p) o 
(V.18) 





Substituindo (111.61), (111.62) e (111.64) em (V.23) 
tem-se: 















2 2 ,-K {r 2 J1/2í, 2 º] 2 [ 2 ]1/2 n1T y . r ( -IK - ~21 L~ (-IK +~) - V (..!:!!.)2 CDS ...!!!:1:..... ( -IK - .!!... ) 






- n J~/2 í nrr 2 - n ,1 112 rnrr2 n n1T J 2 .senl1 --(./K +-) -[--(./k +-~ [-(-IK--)+v(-)2 
<P <P <P <P <P <P <P 
Í n112 - n ]1/2 Ín112 - n ]1/2} 
. sen [-(/K-- cosh r-· .-(/K + -
<P <P <P <P 
o (V,24) 
= 2 K = O ,25 a = 197,3921 kgf/cm 2 
cr 
Veja Apindice 11 - Programa para resoluçio da Equa-
çao (V.24) - LIVRE, 
V. 1.3 - Calcular a tensao crítica a 
c 
atuante numa parede reta~ 
gular:·de .dimensões·~,~ e h-=10 cm (Figura V.5) apoiada nos bordos a 
e em um dos bordos b e engastada no outro, 











/ I / 
/ 1 / 
/ 
--- 1 --- / --,- -- / 

















/' X Ny / X Ncr z z 
Fig. Y.5 
A solução da equação diferencial de equilíbrio (V.JS) 
e dada por (V.16) e (V.17), 
As condições de contorno sao: 
( d 
2 w --+ 
ax 2 
r J L"' = O x=a 













Fig. :'il.6 - Coeficiente de flambagem para paredes apoiadas em um bordo e engastada no outro. 
Desenvolvendo tem-se: 
o 





+ s en h p A2 + 
cos q A
3 
+ sen q A4 = o 
p sehn p A
1 
+ p cosb p A
2 
- q sen q A
3 
+ q cos q A
4 
= O 
A solução de (V.29) e dada por: 
(p 2 + q2) (q cos q senh p - p sen q cosh p) = O (V. 30) 
Substituindo (111,61), (111,62) e (111.64) em (V.30) 
tem-se: 
- ( 1mr2 n ]1/2 1nTI2 -
IK 1 r- (IK --> cos l:- ( IK -
l ~ ~ ~ 
n ] 1;2 [ nTI2 _ n j 1/2 
-) senh - (/K + -) 
~' ~ ~ 
b 
a 
.. Í nTI2 
1
_ . n J 1/ 2 · [nTI2 
1
_ n ~ 1;2 [ nTI2 
- L--( K +-~ sen[-( K --~ cosh -
~ ~ ~ ~ . . ~ 
,r.. ;f}" 
= 2 K = 4,75 
(V. 3 l ) 
o =3750;4499 kgf/cm 2 
cr 
Veja Apêndice t 1 - Programa para resolu.ção da ' .. Equa-
çao (V.31) - APOIO. 
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V,2 - ESTRUTURA COMPOSTA DE MAIS DE UMA PAREDE 
V.2. l - Seja a estrutura formada pela associação de quatro par~ 
des, mostrada na Figura (V. 7). Todas as paredes têm dimensões 
a = l 5 O cm , b = 3 O O cm e h = 10 cm. Calcular a tensão crí-
ti ca. 
Dados do material: 




A solução da equação diferencial de equilíbrio (V,15) 
e dada por (V.16) e (.17). As condições de contorno são: 
J [v X = 
l 
[(" 
a2 w -D (-- + a
2
w) v--
õx 2 ay2 
3 3 w + (2 - v) a 
3 w 
õx 3 axay 2 
O) x=a] r 
- [(~) - l 
a x x-OJ2 








































































































1 ', li 














' , 1 
' 1' ,, 
h 
95 
[-D 0 2 J + v--w-) + 2 x= a a Y - 1 [-D (h+ V íl2w )- -QJ = Q_ ,2 ,2 x-oX oy · -_ 2 (V,36) 
(V.37) 
(V,38) 
[ (~l _ J - [c~l _ J = a ax x-a 2 ax x-0 3 (V.39) 
[-o vh) J 
ay2 x=a 2 
+ -D (-- + v--w-) [ a
2
w 0 2 J 
ax2 ay2 x=O 3 
o (V.40) 
(V. 4 1 ) 
O) x=a] 3 
(V,42) 
[(~) -J 
d X X-a 3 
-i<~) - J -= o 
L í) X x=O 4 
(V,43) 
[-o v--) + -D a2 w ] [ 
ay2 x=a 3 
~) J =0 




2 -a w. l +v--- = (V,46) 






w J ) ---· + (2 -v) --- - o 
ax·3 axay2 - x=a 4 
(V,47) 
Levando-se em conta a simetria da estrutura (Figu-
ra V.9) tem-·se: 
z 
Fig. Y.9 
As condiç~es de contorno sao: 
(~+\!~) (V.48) 
3x 2 oy 2 
(V. 49) 
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[<w = O) x=a] 1 (V.50) 
[\~) -J 3x x-a 1 [ {~) x=OJ = O 3x 2 (V. 5 1 ) 
[-o (º2w+v-º-2_w_) l 
ax2 ay2 x=aJ 1 
+ -D (-- + V --) [ a
2
w a2 w J 
3x2 ay2 x=O 2 
= o (V.52) 
(V.53) 
L
I< w = o l ] x=a 2 
(V.54) 




+ = o 



















A solução de (V.56) (veja Apêndice 111) e dada por: 
(r2 + s 2 ) { (q cos q senh p - p sen q cosh p) [-2 pq r 2 s 2 -pq (r 4+s4) cos q cosh p-
- ,(q 2 r4 - p2 s 4 ) sen q senh p J + 
+ ( p s 4 sen q cosh p - q r 4 cos q senh p) [2 p q ( 1 - cos q cosh p) + 
+ (p 2 - q2 ) sen q senh p]} (V. 57) 
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Sübstitui.ndo ·(111.61), (111.62) e (111,64) em (V.57) tem-se: 
2n ,r2 
{{
' . .. . '; / ~ 1/2 - - -i1'IT2 - n .1 2 nn2 -- n J. 2 - - nTr2 - n 
/ K ~ (/K - -~ cos t- (/K ~ -)] senh -(/K + -1 -
·<P <P <P <P <P <P 
[ 
2 ~1/2 t 2 ~1/2 ~ 2 ~1/2} mr -· n mr -· n n1r - n -· --(/K + -) sen --(/K -·-) cosh -(/K +-) 
<P <P <P <P <P <P 
{ 
ir 2 ~ 1/2 Ir 2 J 1/2 ir 2 . J 
-2 r( li< + ~J L.!2!_< li< - .!:...) {1T < 1K + .!:....) - v (n1r l2 . 




- n n ,r J2 . [-(/K +-)-v(-) 
<P <P <P 
fn,r2 - n n,r 21
2 
} + [-(/K - -)+v(-) j , 
<P <P <P 
[n 1T2 - n n,r 212 Ín1r2 r.; n 1 Ín1r2 - n n,r ij 2 } 
. [-(/K +-)-v(-) j - [-(, K +~ [-(/K - -' )+v(-) j 
<P <P <P <P <P <P <P <P 
t / 1/2) 1~ 1/2 n1r2 n 1 2 n'fT2 n n1r2 n . sen -(/K - -] senh~-(/K +-)l + -( IK +-)] <P <P <P cpJ <P <P 




n ~ ~[-(li<--) . 
<P <P 
jn1T2 r.; n n11 ~ 2 r n1T2 ,- n J 1/ 2 
[-(vK +-)-v(-) j cos L-(v K - -) , 
<P <P <P <P <P 
1 O O 
[
n1T2 n ~1/2}{ 1n112 n ]1/2 Ínrr2 n :l'h 
. senh -- (fi+-·~ 2. [-(IK'+-) [-(IK'--)J · . 
<P <P <P <P <P <P 
n1T2 n 1 /2 rírr2 n 1 /2 { . } • 1 - cos f;- (/K'- --;-~ cos h [-;- ( /K' +--;~ + 2 
[ n1T2 n~1;2 [nrr2 n :11/2}} . sen -- ( 1K' - -) senh -- (li<' +-)J = O 
<P <P <P <P 
(V.58) 
(V. 57) pode ser tamb.ém dada pelas funções características, ou 
seja: 
<P = b 
a 
2 
( B) S 
( F) s 
= 
K 
( B) B 
( F) B 
0,25 
(V. 59) 
a = 197,3921 kgf/cm 2 
cr 
Veja Apêndice 11 - Programa para resolução da Equa-
çao (V.58) - PAREDES. 
lo l 
KTI 2E(ht ~= ...!1... K {fc =12(1-\/ 2) O o 
~ 
+ 
1 1 1,0 1,00 
i 1 1 
1 1 
1 1 




















1 ~ 3,0 5,75 1 
~ 
t,...-~ -- e, ................ 1,0 1,00 
~ 
--~1 1~ - --- -- -- 1 
1 1 2,0 0,25 
1 1 
1~ -- -~ ---"'·.,,,,' -- --
1 1 3,0 o, 11 ~ 
t,...--- r- ..- r-- r--
Fig. Y..11 - Valores do coeficiente de flombogem obtidos. 
l O 2 
CAPÍTULO VI i 
CONCLUSÕES 
Todas as equaçoes deduzidas dependem da relação 
n 
T· 
Se se varia o modo de flambagem, -n e a r azao cj, = b/a, na mesma 
proporção, obtém-se o mesmo coeficiente de flambagem K e conse 
qÜentemente, a mesma tensão crítica. 
A conclusão mais importante deste presente estudo de 
corre imediatamente da estrutura da Equação (V.58); 
Verifica-se que em .. todos os termos da referida equ~ 
çao, aparece um fator que se anula para /K'- t= o. E esta e 
precisamente a equação que determina a carga crítica para a par~ 
de isolada. Daí a seguinte conclusão importante: com as hipf 
teses que serviram de base i presente dedução (em especial a pe~ 
manênci.a ret i l Ínea das intersecções de duas paredes), a .. fl ambagem 
local da associação coincide com a de cada parede 
considerada. (N.B. cj, foi também suposto constante). 
isoladamente 
Este resultado, que não era de modo nenhum evidente, 
a priori., só se tornou claro com a obtenção da citada Eq. (V.58). 
Para anillse, mediante rejeição da hipótese da manu 
tençao da aresta reti 1 ínea, caberão futuras pesquisas, em que a 
compléxldade analítica teri que:ser contotnada pelo uso de méto 




APtNDI CE 1 
EQUAÇÕES CARACTERÍSTICAS 
A.i-Bordos Descarregados x =O I x = a Engastados. 
~s condiç~es de contorno sao: 
{w = O) 
x=O,a 
(aw = O) 
ax x=O,a 
A equaçao diferencial de equilíbrio e: 
N 
= - _J_ 
D 
A solução e dada por: 
~= (A
1 
cosh ax + A2 senh 
Substitui ndo-·se 
= o 




cosh p + A
2 
senh p + A
3 
cos q + A
4 
sen q = O 
A 
1 
p s e n h p + '. A 2 p e os h p - A 3 
q s e n q + A 
4 
q co s q = O 
( A -1 ) 
l 
1 O 4 




o o q 
= o 
cosh p senb p cos q s sen q 
p senil p p cosh p -q sen q q cos q 
p o q o p q 
senh p cos q sen q + cosb. p senh p 
sen q o 
p cos. q -q sen q q cos q p senh p p cos p q cos q 
pq cos2 q -- ,:q 2 sen q senh p pq cos q cosh p _ + pq sen 2 q + 
+ p2 sen q senh p + pq cosh 2 p ·- pq senh 2p - pq cos q cosh p = O 
Zpq - Zpq cos q cosh p -·+ (p2 -0 q2) sen qsenb p = O 
2 pq (1 - cos q cosh p) + (p2 ~ q2) sen q senh p = O 
Tem-se a equaçao característica: 
8(8) = 2 pq (1 -cos qcosh p) + (p2 - q 2 ) sen q senh p = O 
8(8)= 2 -( IK+-.'.J)I -(li<--): ,·]-ccosl"'--:-Vi<--)1_ cosh -(1.K+-) + [ 
mr2 n 11/2 ~nrr2 n ]1/2.!:. rnir2 . : . n -:n/2 ~nrr2 _ n.?/2} 
cp . cp <P <P . . L ip . <PJ : cp <P 
+ 2 ( nrry.2 
cjl 
[ 
n1T2 ·n 11/2 [ n1T2 n 11/2 
sen, - (/K --] senh -- (TK + --1 = O 
. <P <P <P g,J 





Tf [7[2 _ 1 ~J/2 r 7[2 1 ~ ,/2 + 2 (-) 2 sen -(R- -) senh [- (ll + -~ = O 
<P <P <j, <j, <j, 
l v2 ( _ r 7[2 l J 1 /2 -) l -cos -(/K'- -) cosh 
q,2 L <j, - <j, 
,lJ/2 l ~)J -- + 
TI" .. 2 
2 (-_ ) sen [~ ( il - - 1-)111\enh [ ~ ( 1K' + -1-)]112 = O 
<j, <j, J <j, <j, <j, 
( 
-., 
] 7[2 ] 1/2 7[2 ] 1/2 -
-- (7í 4 K - l) 1 / 2 {1 - cos [- (/K' - -)] coshrl_ (fi + -)1 } + 
<j, - <j, <j, - <j, <j, J 
7[2 
+ 2 - sen 
<j, 
[ 
7[2 _ 1 Jr/2 [ 7[2 1 ;1112 j 
-(li<'--) senh -(fi+-~· = O 
q, <P q, - • 
<P = 
co·s [ ,1112 r. ~112j Tf 2 ( R - l ~ e os h LTf 2 ( li<' + l )J -- + 
K 10 













--;- f I Ny (~)2 dx dy + 
3y 2 












(~-= O) x=O 
dX x=a 
D J J { ( ::: + 
3 2w 
3y2 
ij} dx dy 
)2 
( A -·8) 
l 




















n11y ·.lrc m1Tx mlf(. mlTX i·· mlf . .m1Tx · m11xJ sen --· sen- - -_,_sen·-.- .+~cos---:.cos --
b. a a a a .a a 






l A sen 2 
m 













1 O 7 




e o s 2 ..!:.2!.L 
b 
( .3
2 w 32w )2 --+-.-- = [I (2 A ( ~ )2 s e n _!1_:!:.Y.. cos 2mrrx 
a ax2 'ày 2 
m 





n TfV ~ 2 
sen ~)J 
= l 4 ( m 1f ) ' se n2 ...E'21}'._ cos2 2 m TfX 
a 


















I -.2 A2 
m 








( a.2 v1 ) 2 = l 4 A2 (-n-)2'(--~-2!..)2 sen2 (~) cos' mrrx cos2 nrry 
oxoy m b a a a b 
~-(~)2 = A' (nrr.)2 (...!!'.2!...)2 
m b a 
[- 2 sen 2 
oy 2 oxoy 
+ sen 2 2mrrx 
a 
cos 2 





cos -- + 
a 
Integrando 




cos 2 ~ dx dy 
b 
4 mrrx cos2 ~ sen --
a b 
dx dy 
fá 4 mTTx dx = - 3- X a 2mrr:. + a 4mrr X I a sen --· --- s en X sen 
o a 
Tem-se 
II (~+ õx 2 
8 mrr a 
= _3_ a 
8 
f COS2 n:y · dy sen _i__ + = 
2 
Jf N (~)
2 dx dy = N I 
y õy y 
a2 w ·)4 = 
ayJ 
J f sen 2 
32mrr a 
2 n rr 
y b b b 
= 
4nrr a 2 
b 
(~)2 _3_ ab 
b 16 
~ cos2. 2mrrx 
b a 
- I 4 A2 ( mrr )2 ( nrr )2 II 2 nrr.v ·2 mrrx -- -- sen .....:..:..:... sen --m cos 2mrrx 








dx dy + 








J.b sen2 ~ dy = ...L - b 






































8 32mrr . 8 4m11 a 32a a 
a = 
8 
f seri 4 m1TX 
a 
Tem-se 
= l (4 





dx = _3_ 
8 
a 
5 = -- a 
8 





_ 4 A2 (m11 )2 (~)2 _5_ 





ab + A2 
m 
.2 
(~)2 = l - 2 A2 m (~)2 ( m11)2 axay b a 
nrr:t 2 mrrx (cos sen 
2 m'llx - sen 2 ffi7TX 
b a a a 
mrrx m1rx cos 2 nny dx dy . cos 





(~)4 _3_ ab 
b 4 
+ 
a = ..1. a 
8 
o 
1 1 O 
= I-2A~(n:)2(rn:);2 JJ[sen2 n:y 

















fa + 2.0} 
1 TT=--N 
2 y 
A~:(m TT) 2 ( nTT)2 5 ab + 
a b 
+A2 (~)' . ..l.ab) -2 (1-v) lA2(nTT)2(~)2~ 





-N A (nTT) 2 lab+o'11 (mTT) 2ab-A (mTT)2 (~}2 5ab+ A (~)4 1_ ab]= O 
y m b r6 rm a m a b m b 4 
- N (nTT)-2 J__ ab + 
y 'b • 16 
Dab[(mJT)2-S (mTT)2(nTT)2+ (~}4,, 
a a a b 











J__ - 2 ( nrr )2 ( m rr }2 ab = O 
4 b a 
a = 
cr 
1 1 1 
12 (1-v 2 ) 
(-h-)2 [ _1_ + 
b <P 2 
1 6 <P 2 
3 








<P=0,66 e K = 7 ,3 
A.2 - BORDOS DESCARREGADOS, x - O ENGASTADO E x - a SIMPLES-
MENTE APOIADO 
(w = O) 
x=O,a 
As condições de contorno sao: 
dW 




(--W- + V 
3x 2 




, 1 O) 
A solução da equaçao diferencial de equilíbrio (A
1
.2) 






, 10) tem-se: 
A2 p + A4q = O 
A1 cosh p + A2 senh p + A3 
cos q + A
4 
sen q = O 
A1 r
2 cosh p + A
2 
r 2 senh p - A
3 
s 2 cos q - A
4 
s 2 sen q O 
A solução nao trivial de (A 1 .11) e dada por: 
1 1 2 
o o 
o p o q 
= o 
C05, p 5enh p C05 q 5en q 
r2 co5h p r2 5enh p -·s 2 cos q -52 5 en q 
o q o p q 
5enh:.p C05 q 5en q + C05 p 5enh p 5en q =0 
2 -5 C05 q 2 -5 5en q r 2 co5h p r2 senb p -s2 5enh q 
- p 5 2cos q 5en q - q 5 2co5 q 5enh p - q r 2 co5 q 5enh p + 
+ p 5 2 co5 q 5en q + p r 25en q co5h p + q r 2 co5h p 5enh p -
- q r 2 co5h p 5enh p + p 5 2 5en q co5h p = O 
-r 2 (p 5en q co5h p q co5 q 5 e n h p ) + 
+ 52 (p 5en q co5h p - q co5 q 5enh p): = O 
(r 2 + 5 2) (p 5en q co5h p - q co5 q 5enh p) = o 





A.3 -BORDOS DESCARREGADOS x= O SIMPLESMENTE APOIADO E x= a LIVRE 
(w=O)x=O 
[-D l o2 w. 
â.x 2 
As condições de contorno são: 
[-D + V 
= O ]x=a 
Substituindo a solução (A
1
.3) da equaçao diferencial 
de equilíbrio (A
1
.2) nas condições (A
1
.13) tem-se: 






r 2 cosh p + A2 r
2 senh p - A3 s
2 cos q - A4 s
2 sen q O 
A 1 p .s
2 senh p +. A
2 
p s2 cosh p + A
3 
q r 2 sen q - A
4 
q r 2 cos q = O 
A solução nao trivial de (A
1
.14) e dada por: 
o o 
r2 o - 52 o 
= o 
r2 cosh p r2.,senh p -52 cos q -52 s·en.q 
p s 2 -,.senh p p 52 cos h p q r2 ·sen q -q r2 cos q 
114 
o -52 o o o 
r 2 5enh p -5 2 5en q r 2 co5h p r 2 5enh p -5 25en q =0 
p 52 co5h p q r 2 5en q -q r 2 co5 q p 5~'5enh p .p 52 co5h p.: -q r 2 co5 q 
p 5 6 5en q cosh p q r 4 5 2 cos q 5enh p -
- q r 6 cos q 5enh p + p r 2 5 4 sen q co5h p = O 
5 2 (p 5 4 5en q co5h p q r 4 co 5 q 5 e n h p) + 
+ r 2 (p 5 4 5en q cosh p q r 4 cos q senh p) 
(r 2 + s 2 ) (p s 4 sen q cosh p - q r 4 co5 q 5enh p) = O 
(S)F= - (r 2 + s 2 ) (q r 4 cos q senh p - p s 4 5en q co5h p) = O 
A.4 - BORDOS DESCARREGADOS x = O ENGASTADO E x = a LIVRE 
( w = O) x= O 
d 2 w (....c..._c.c._ + \) 
As condições de contorno sao: 
O) 
x=a 
+ (2 -v) = o) 
x=a 
Substituindo a solução (A 1 .3) da equaçao diferencial 
de equi.líbrio (A
1





r 2 cosh p A 1 + r
2 senh p A
2 
-· s 2 cos q A
3 
-· s 2 sen q A
4 
= O 
p s 2 senh p A 1 + p s
2 cosh p A2 + q r







A solução nao trivial de (A
1
.17) e dada por: 
o 
r 2 cosh p 





r 2 senh 
p s 2 cosh 
o 







-·s 2 cos q 
2 . -s sen q 
q r 2 sen q -·q r 2 cos q 
o p q 
r 2 cosh p r 2 senh p -s 2 sen q = O 
p s 2 cos.h p q r 2 sen q -,i r 2 cos q p s 2 senh p p s 2 cosh p -q r 2 cos q 
p q r 2 s 2 cos 2 q + q 2 r 1 sen q senh p + p q s 4 cos q cosh p + 
+ p q r 2 s 2 sen 2 q - p 2 s 4 sen q senh p + p q r 2 s 2 cosh 2 p 
- p q r·2 s. 2 senh 2 p + p q r 4 cos q cosh p O 
p q r 2 s 2 (cos 2 q + sen 2 q) + p q r 2 s 2 (cosh 2 p - senh 2 p) + 
+ p q (r 4 + s 4 } cos q cosh p + (q 2 r 4 -· p 2 s 4 ) sen q senh p = O 
l l 6 
2 pq r 2 s 2 + pq (r 4 + s 4 ) cos q cosh p + (q 2 r 4 -p 2 s 4):senqsenhp=O 




A.5 - BORDOS DESCARREGADOS x= O SIMPLESMENTE APOIADO e x = a/2 
NO PLANO DE SIMETRIA 














p senh _e_ A
1 
+ p cosh _e._ A2-q sen __g_ A3 
+ q cos __g_ A
4 
= O 
2 2 2 2 
p senh __e_ A
1 
+ p cosh __e_ A
2 
+ q sen __g_ A
3 
- q cos __g_ A
4 
= O 
2 2 2 2 
A solução nao trivial de (A
1








p senh .....e_. 2 p 
o . 
o 
p cosh ! o 














q sen _g_ 2 -q cos _g_ 2 
o o 
+ p senh f.. p cosh 7 o 
o o -q cos .9. 
2 
- p q s 2 cos _g_ cosh __e_ - p q r 2 cos _g_ cosh __e_= O 
2 2 2 2 
(S) S 
X 







A.6 - BORDOS DESCARREGADOS x = O ENGASTADO e x = a/2 NO PLANO 
DE SIMETRIA 
As condiç~es de contorno sio: 




















p senh _e_ A
1 
+ p cosh _e_ A
2 
- q sen _g_ A
3 
+ q cos _g_ A
4 
= O 
2 2 2 2 
p senh _e_ A
1 
+op cosh _e_ A
2 
+ q sen _g_ A
3 
- q cos _g_ A
4 
= O 
2 2 2 2 
A solução nao trivial de (A
1
,23) e dada por: 
o o 
o p o q 
= o 
o o q sen _g_ 2 -q cos _g_ 2 
p senh + p cosh + o o 
p o q o p q 
o q sen ....9... 2 -q cos ....9... 2 + o o -q cos .9... 2,. = o 
p cosb + o o p senh ....e_ - 2 p cosh f o 
2 _g_ cosh _e_ - 2 _g_ senh _e_ o -p q sen p q cos = 
2 2 2 2 
-pq (q sen _g_ cosh _e_ + p cos _g_ senh _e_) = o 
2 2 2 2 




2 2 2 2 
1 1 9 
APÊNDICE 11 
A 1 1 . 1 - RESOLUÇÃO DA EQUAÇÃO (V 1 24) 
1 
O 1 l lll li VRE 26 RCL 04 51 RCL 05 76 .6 
02 N? 27 * 52 * 77 / 
03 PROMPT 28 SQRT 53 SQRT 78 RCL 04 
04 STO O 1 29 STO 06 54 cos 79 RCL 05 
05 FI? 30 PI 55 ST0*06 80 * 
06 P ROM PT 3 1 RCL o l 56 RCL 07 81 + 
07 STO 02 32 * 57 RCL 05 82 X/ 2 
08 K? 33 RCL 02 58 * 83 STO 09 
09 PROMPT 34 / 59 SQRT 84 RCL 08 
1 O SQRT 35 X I z 60 STO 08 85 ST0*09 
l l STO 03 36 6 6 1 CHS 86 RCL 04 
12 RCL o l 37 J 62 e / X 87 RCL 05 
13 RCL 02 38 CHS 63 CHS 88 * 
l 4 / 39 RCL o l 64 RCL 08 89 SQRT 
l 5 CHS 40 RCL 02 65 e / X 90 SEN 
l 6 RCL 03 41 J 66 + 9 1 S TO* 0_9 
17 + 42 RCL 03 67 2 92 RCL 08 
l 8 STO 04 43 + 68 / 93 CHS 
1 9 RCL o l 44 STO 07 69 ST0*06 94 e / X 
20 .P 1 45 RCL 05 70 RCL o l 95 RCL 08 
2 1 X /.2 46 "' 71 PI 96 e / X 
22 ·* 47 + 72 * 97 + 
23 RCL 02 48 X / 2 73 RCL 02 98 2 
24 J 49. STO * J)6 74 / 99 / 
2 5 STO 05 50 RCL 04 75 X/ 2 1 O O ST0*0.9 
1 2 O 
1 O t RCL 09 1 1 O RCL O 1 
1 O 2 CHS 1 1 1 * 
103 RCL 06 1 12 2 
1 O 4 + 113 * 
1 O 5 RCL 03 1 1 4 RCL 02 
106 * 115 j 
107 PI 1 1 6 STOP 
1 O 8 X/ 2 1 1 7 END 
109 * 
A11 ,2 - RESOLUÇÃO DA EQUAÇÃO (V.31) 
o l LBL APOIO 17 + 33 ST0•09 49 :+ 
02 N? 1 8 STO 05 34 RCL O 1 50 2 
03 PROMPT 19 RCL O 1 35 RCL 02 51 / 
04 STO O 1 20 PI 36 / 52 ST0•09 
05 FI? 2 1 X/ 2 37 RCL 03 53 RCL 04 
06 PROMPT 22 * 38 + 54 RCL 05 
07 STO 02 23 RCL 02 39 STO 06 55 ·* 
08 K? 24 / 40 RCL 04 56 SQRT 
09 PROMPT 25 STO 04 41 * 57 S EN 
1 O SQRT 26 RCL 05 42 SQRT 58 STO 08 
1 1 STO 0.3 27 RCL 04 43 STO 07 59 RCL 07 
1 2 RCL O 1 2 8 * 44 CHS 60 ST0*08 
13 RCL 02 29 SQRT 45 e / X 6 1 RCL 07 
14 J 30 STO 09 46 CHS 62 CHS 
1 5 CHS 31 RCL 09 47 RCL 07 63 e / X 
16 RCL 03 32 cos 48 e! X 64 RCL 07 
1 2 1 
65 e ! X 76 RCL o 1 
66 + 77 * 
67 2 78 PI 
68 / 79 X ! 2 
69 ST0-"'08 80"' 
70 RCL 08 81 RCL 03 
7 1 CHS 82 * 
72 RCL 09 83 RCL 02 
73 + 84 / 
74 2 85 STOP 
75 * 86 END 
A11 .3 - RESOLUÇÃO DA EQUAÇÃO (V,58) 
o l LB L PAREDES 1 6 RCL 02 3 1 RC L 02 46 + 
02 N? 1 7 / 32 / 47 2 
03 PROMPT 1 8 STO 04 33 RCL 03 48 / 
04 STO O 1 19 RCL o l 34 + 49 STO 09 
05 FI? 20 RCL 02 35 STO 06 50 STO 20 
06 PROMffT 2 1 / 36 RCL 04 51 RCL 07 
07 STO 02 22 CHS 3 7 * 52 cos 
0.8 K? 23 RCL 03 38 SQRT 53 ST0*09 
09 P RO.MPT 24 + 39 STO 08 54 RCL 07 
l o SQRT 25 STO 05 40 RCL 08 55 ST0•09 
l l STO 03 26 RCL 04 4 l CHS 56 RCL 08 
l 2 RCL O. l 2 7 "' 42 e! X 57 CHS 
l 3 PI 28 SQRT 43 CHS 58 e /x 
1 4 x/2 29 STO 07 44 RCL 08 59 RCL 08 
l 5 -* - 30 RCL o l 45 e f x 60 e/x 
122 
61 + 90 CHS l l 9 RCL 08 148 RCL 07 
62 2 91 RCL 08 120 STO•l3 1 49 X/ 2 
63 / 92 X / 2 l 2 l RCL 07 l 5 O * 
64 STO l o 93 + 122 STO•l3 l 5 l STO+l4 
65 STO 2 l 94 .STO~l l l 2 3 RCL 07 152 RCL 07 
66 RCL 07 95 RCL l 2 12 4 cos 153 S EN 
67 SEN 96 6 125 STO•l3 l 5 4 STO*l4 
68 STO*lO 97 / l 2 6 RCL 21 155 RCL 20 
69 RCL O 8 98 RCL 07 127 S TO* l 3 156 STO•l4 
70 STO•lO 99 X/ 2 12 8 RCL 12 157 RCL l 4 
7l RCL l o 100 + 129 6 158 CHS 
72 CHS lo l STO*l l l 30 / 159 STO+l l 
73 ST0+09 l O 2 RCL 12 l 3 l RCL 07 160 RCL 13 
74 RCL 08 103 6 l 32 X /2 l 61 CHS 
75 RCL 07 104 / 133 + 162 S TO+ l l 
76 * lo 5 CHS 134 x/ 2 163 RCL l 2 
77 2 106 RCL 08 135 STO l 4 164 6 
78 CHS 107 X /2 136 RCL 08 16 5 / 
79 * 108 + 137 x/2 166 RCL 07 
80 STO l l l 09 X /2 l 3 8 CHS 167 X /2 
81 RCL o l l l o STO l 3 139 STO•l4 168 + 
82 PI l l.l RCL l 2 140 RCL 12 169 X /2 
83 * l l 2 6 l 4 l 6 l 70 STO l 5 
84 RCL 02 l l 3 / 142 / l 7l RCL 08 
85 J l l 4 RCL 07 l 4 3 CHS l 72 STO•l5 
86 x/2 l 15 .X / 2 l 4 4 RCL 08 l 73 RCL 07 
87 STO 12 l 16 + 145 x/2 174 SEN 
88 6 l 1 7 X! 2 146 + 175 STO•l5 
89 / l l 8 STO+l3 147 X /2 176 RCL 21 
1 23 
177 ST0*15 193 STO•l6 2 09 RCL 08 225 ST0*15 
178 RCL 1 2 19 4 RCL 16 2 1 O ST0*17 226 RCL 1 1 
1 79 6 19 5 CHS 2 1 1 2 227 ST0*09 
1 80 / 196 STO+l5 212 ST0-*1_7 228 RCL 15 
1 8 1 CHS 197 RCL 2 1 2 1 3 RCL 20 229 ST0+09 
1 82 RCL 08 1 9 8 STO 1 7 2 1 4 STO 18 230 RCL 04 
183 X/ 2 199 RCL 07 2 15 RCL 07 231 RCL 09 
184 + 200 CDS 216 SEN 232 * 
185 X' 2 201 ST0•17 2 1 7 S T Ü* 1 8 233 RCL 03 
1 86 STO 1 6 202 RCL 1 7 2 1 8 RCL 1 2 234 * 
1 87 RCL 07 203 CHS 2 1 9 2 235 2 
188 ST0•16 204 1 220 * 236 * 
1 89 RCL 07 205 + 2 2 1 STO*l8 237 STOP 
1 9 O CDS 206 STO 1 7 222 RCL 1 8 238 EN D 
l 9 1 ST0•16 207 RCL 07 223 STO+l7 
J92 R"C L 2 O 208 ST0.•17 224 RCL 1 7 
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A P r~ D I CE 1 1 1 
RESOLUÇÃO DO SISTEMA DE EQUAÇÕES, (V, 56) 
r2 o -52 o o o o o lAl 
o ps2 o -qr2 o o o o 1A2 
cosh p senh p 'GOS q -5en q o o o o 1A3 
p 5enh p p co5h p -q 5en q q C05 q o -p o -q 1A4 
=0 
r 2co5h p r 25enh p -5 2 co5 q -52sen q r2 o -52 o 2Al 
o o o o o o 2A2 
o o o o co5h p 5enh p cos q 5en q 2A3 
o o o o p 5enh p p cosh p -q 5en q q C05 q 2A4 
Determinando a solução nao trivial, tem-se: 
r2·· o -52 o o o o o 
o p5 2 o ~qr2 o o o o 
co5h p senh p cos q sen q o o \Ü. o 
p senh p p co5h p -q sen q q cos q o -p o -q 
= o 
r 2cosh p r 25enh p -s2cos q -52sen q . ; .r2. o -52 o 
o o o o o o 
o o o o cosh p 5enh p C05 q sen q 
o o o o p senh p p cosh p -q sen q q cos q 
125 
p5 2 o -qr2 o o o o 
5enh p C05 q 5en q o o o o 
p co5h p - q 5en q q C05 q . o -p o -q 
r 2 r2·5enh p -52 C05 q -525en q r2 o -52 o 
Q o o o o 
Q Q Q co5h p 5enh p cos q 5en q 
o Q o p 5enh p p cosh p -q 5en q q cos q 
o p52 -qr 2 o Q Q o 
cosh p 5enh p 5en q o o o o 
p co5h p q ·co5 q o -p o -q 
r 2 o -52 o =0 
o Q o o o 
Q o o co5h p senh p C05 q 5en q 
o Q o p senh p p co5h:p -q sen q q cos q 
126 
cos q sen q o o o o 
-q sen q q cos q o -p o -q 
-s2cos q -s2 sen q r2 o -52 o 
pr2s2 
o o o o 
o o cosh p senh p cos q sen q 
o o p senh p p cosh p -q sen q q cos q 
senb p cos q o o o o 
p cosh p -q sen q o -p o -q 
r 2senh p -s2cosq r2 o -5'2 o 
-qr' o o o o + 
o o cosh p senh p cos q sen q 
o o p senh p p cosb p -q sen q q cos q 
cosh p sen q o o o o 
p senh p q cos q o -p -o -q 
r 2cosh p -s2 sen q r2 o -s2 o 
+ps' o o o o + 
o o cosh p senh p cos q sen q 
o o p senh p p cosh p -q sen q q cos q 
cosh p · senh p, o o o o 
p senh p p cosh p o -p o -q 
r 2cosh p r2senh p r2 o -52 o 
+qr~2 = o 
o o o o 
o o cosh p senh p cos q sen q 
o o p senb p p cosh p -q sen q q cos q 
C05 q 5en q o o o 
1 1 
C05 q 5en q o o o 
-q 5en q q C05 q -p o -q -q 5en q q C05 q o -p -q 
- p r252 -5 2co5 q -52 5en q o -52 ·- ,-•·O. -pr252 -5 2co5 q -5 25en q r 2 o o 1 + 
o o 5enh p cos q 5en q o o co5h p 5enh p sen .. q 
o o p cosh p -q 5en q q C05 q o o p 5enhp p co5h p q cos q 
N .._, 
5enh p C05 q o o o 5enh p C05 q o o o 
p cosh p -q 5en q -p o -q p cosh p -q 5en q o -p -q 
+qr' r
25enh p -5 2co5 q o -52 o + q r'· r 25enh p -5 2co5 q r2 o o 
o o 5enh p C05 q 5en q o o co5h·p 5enh p sen.q 
o o p co5h p -q sen. q , q cos q ! o o p 5enh p p cosh p q C05 q 
cosh p sen q o o o cosh p sen q o o o 
p sen h p q cos q -p o -q p senh p q cos q o -p -q 
-p s 4 r 2 cosh p -s 2 sen q o 2 o -ps' r 2 cosh p -s 2 sen q r2 o o -s 
o o senh p cos. q sen q o o cosh p senh p sen q 




cosh p senh p o o o cosh p senh p o o o 
p senh p , p cosh p -p o -q p senh p p cosh p o -p -q 
-q r,252 r 2 cosh p r 2 senh p o -52 o -q ,2s2 r 2 cosh p r 2 senh p r2 o o 1 ~ o 
o o senh. p cos q sen q . o o cosh p senh p sen q 
o o p cosh p -q sen q q :cos q o o p senh p p cosh p q.,cos q 
129 
qco5q -p o -q -q5enq -p o -q 
-525enq o -s2 o -52co5q o -52 o 
-pr's2. co5q -senq + 
o senhp co5q 5enq o 5enhp co5q 5enq 
o pcoshp -q5enq qcosq o pco5hp -q5enq qco5q 
qco5q o -p -q -q5enq o -p -q 
-S:2senq r2 o o -52co5q r2 o o 
+co5q -5enq :+ 
Q co5hp 5enhp 5enq o co5hp 5enhp 5enq 
o p5enhp pco5hp qco5q o p5enhp pco5hp qco5q 
-q5enq -p o -q pco5hp -p o -q 
-52co5q o -52 o r2senhp o -s2. o 
+qr" 5enhp -co5q + 
o 5enhp co5q 5enq o 5enhp co5q 5enq 
o pco5bp -q5enq qco5q o pco5hp -q5enq qco5q 
-q5enq o -p -q pco5hp o -p -q 
2 ,-5 co5q r2 o o r2senhp r2 o o 
+5enbp -cos.q 
o co5hp 5enhp 5enq o co5hp 5enhp 5enq 
o p5enhp pco5hp qco5q o p5enhp pco5hp qco5q 
1 3 O 
qcosq -p o -q psenhp -p o -q 
-s2senq o -s2 o r2coshp o -52 o 
-ps4 coshp -senq + 
o senhp cosq senq o senhp cosq senq 
o pcoshp -qsenq qcosq o pco5hp -q5enq qcosq 
qco5q o -p -q p5enhp o -p -q 
-525enq r2 o o r2co5hp r2 o o 
+co5hp -senq 
o co5hp 5enhp senq o co5hp senhp 5enq 
o p5enhp pcosbp qcosq o p5enhp pco5hp qco5q 
pcosbp -p o -q p5enhp -p o -q 
r"5enhp o -52 o r2co5hp o -52 o 
-q r2s2-; 
. 1 
_co5h -senhp + 
o senhp . co5q senq o senhp cosq senq 
(1 pcoshp -qsenq qcosq o pcoshp -qsenq qcosq 
pcoshp o -p -q psenhp o -p -q 
r2senhp r2 o o r2cosbp r2 o o 
+coshp -senhp . =0 
o cosbp senhp senq o coshp senhp senq 
o psenhp pcoshp qcosq o ps.enhp pcoshp qcosq· 
1 3 1 
-p• o -q qcosq -p -q 
-pr2 s2 s2cos.q senq senhp cosq senq +s 2 cosq o senhp senq 
pcoshp -·qsenq qcosq o pcoshp qcosq 
-p o -q -qsenq -p -q 
-s2 cosq sen q senhp cosq senq -s2senq o senhp senq + 
pcoshp -{lsenq qcosq · o pcoshp qcosq 
O. -p -q qcosq -p -q 
+s2cosq senq coshp senhp senq +r2cosq o senhp senq 
psenhp pcoshp qcosq o pcoshp qcosq 
o -p -q -qsenq -p -q 
-s2cosq senq coshp senhp senq -r~senq o senhp senq + 
psenhp pcoshp qcosq o pcoshp qcosq 
13 2 
-p o -q 41senq -p -q 
+qr" s2cosq senhp senh p cosq senq +s2 senhp o senhp senq 
pcoshp -qsenq qcosq o pcoshp.qcosq 
-p o -q -pcoshp -p -q 
+r2rosqsenh.p senhp cosq senq -52 cosq o senhp sen q 
pcoshp -qsenq qcosq o pcoshp qcosq 
o -p -q 41senq -p -q 
+.2 cosq senhp coshp senhp senq +r2senhp o senhp senq + 
psenhp pcoshp qcosq o pcoshp qcosq 
o -p -q pcoshp -p -q 
+r"cosq senhp coshp senhp senq -r2cosq o senhp, senq 
psenhp pcoshp qcosq o pcoshp qcosq 
133 
-p. o -q qcosq -p 
-ps 4 s2 senq coshp senhp cosq senq , +s2 coshp o senhp sen q + 
,pcoshp -qsenq qcosq o pcoshp qcosq 
-p o -q psenhp -p -q 
+r2 senq coshp senhp cosq senq -s 2 senq o senhp senq + 
pcoshp -qsenq qcosq o pcoshp qcosq 
o -p -q qcosq -p -q 
+s 2 senq coshp coshp senhp senq +r
2 
coshp o senhp senq + 
psenhp pcoshp qcosq o pcoshp qcosq 
o -p -q psenhp -p -q 
+r2 senq coshp coshp senhp senq o senhp senq 
psenhp pcoshp qcosq o pcosh p q cosq 
13 4 
-p o -q pcosh -p -q 
-qr 2 s 2 -r2 coshpsenbp senhp cosq senq . +s 2 coshp o senhp senq + 
pcosbp -qsenq qcosq O pcoshp qcosq 
-p o -q psenhp -p -q . 
+r2 coshpsenhp senhp cosq senq --s 2 senhp o senhp senq. 
pcoshp -qsenq qcosq O . pcoshp qcosq 
o -p -q pcoshp -p -q 
+r2 coshp senhp coshp senhp senq +r2 cosb.p o senhp senq + 
psenhp pcosbp qcosq o pcosbp qcosq 
o -p -q psenhp -p -q 
+r't:oshp· s·enhp coshp senhp senq -r2 senhp o senhp senq = o 
psenhp pcosbp qcosq o pcoshp qcosq 
1 3 5 
-p r 2 s 2 {cos q [(r 2 + s 2 )(q cos q)(q cos q senh p - p sen q cosh p)J + 
+ sen q [(r 2+: s 2 ) (q sen q) (q cos q senh p - p sen q cosh p)J} + 
+ q r'{-q cos q senh p [(r2 +s 2 )(p - q sen q senh p - p cos q cosh p)J -
- q sen q senh p [(r 2 +s 2 ) (q cos q senh p p sen q cosh p] -
- p cos q cosh p [(r 2 +s 2 )(q cos q senh p - p sen q cosh p)J -
- p cos q senh p [tr2 +s 2 )(q + p sen q senh p - q cos q cosh p)J}-
-p s 4 {-q sen q cosh p [(r 2 +s 2 )(p - q sen q senh p - p cos q cósh p)J + 
+ q cos q cosh p [cr2 + s 2 ) (q cos q senh p - p sen q cosh p)J -
- p sen q cosh p [(r2 + s 2 )(q + p sen q senh p - q cos q cosh p)J -
- p sen q senh p / (r 2 + s 2 ) (q cos q senh p - p sen q cosh. p)J}-
-'l r 2 s2 { p cosh 2 p [(r 2 + s 2 ) (q cos q senh p - p sen q cosh p)J -
- p senb 2 p [(r2 + s 2 ) (q cos q senh p - p sen q cosh p)J} = O 
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(r2 + 52 ) { (-p q-'1 2 52 - q 2r 4 5en q 5enh p - p q r 4 co5 q co5h p 
-p q 54 co5:.q co5h p + p25 4 5en q 5enh p - p q r 2 52) , 
, (q co5 q 5en h p p 5en q co5h p) 
-(q 2r 4 co5 q 5enh p - pq5 45en.q co5h p)(p-q 5en q 5enh p -
- p co5 q co5h p) - (p q r 4co5 q 5enh p - p25 4 5en q co5h p) , 
(q + p 5en q 5enh p q cos q cosh p)} = O 
ou 
(r2+ s 2) {(.q cos q senh p - p 5en q co5h p) \-2 pqr2s 2-pqcos.qcosh.p(r4+s4)-
- 5en q senh p (q 2 r 4 - p 2 s 4 ) + 
+(p-q sen q senh p-pcosqco5hp)(-q 2r 4cosq senhp+pq5 4senq coshp)+ 
+(q f·p sen q:senh· p ~ q cose q éosh. p)· (,-. p·q r~·,cos ,q ·senh, p + 
+ p2 s 4 5en q cosh p)} = O 
13 7 
(r 2 + 52 ){(q co5 q 5enh p - p 5en q co5h p) t2 pq r
2 52 - pq (r4+ 54)co5 q.co5hp-
( 2 4 2 ") -q r -p 5 5en q senh. PJ -
-p q2 r 4co5 q 5enh p + i:i2q 5 4 5en q co5h p + q 3r 4co5 .. _q 5en q 5enh 2 p -
-p q 2 54 5en 2 q co5h p 5enhp + p q 2 r 4 co5 2 q co5h p 5enh p 
-p2 q 54 co5 q.,5en q co5h 2 p - p q 2 r 4 co5 ,q 5enh p + 
+p 2 q 5 4 -5en q co5h p p2 q ·. r 4 co5 q 5en q 5enh 2 p + 
+p 35 4 5en 2 q co5h p 5enh p + p q 2 r 4 co5 2 q co5h p 5enh p 
- p2 q 5 4 co5 q sen q co5h 2 p = O 
(.r 2 + 52 ){{.q co5 q 5enh p-p 5en q co5h p}.t-2pqr2 52-pq(r 4+5 4) co5 q co5h,,p -
-(q2 r" p2 54) 5en q 5enh PJ + 
+(2 p2 q 54 5en q co5h p - 2 p2 q 54 co5 q 5en q co5h 2 p + 
+p 3 54 5en q co5h p 5enh p p q 2 54 5en 2 q co5h p 5enh p) + 
+(.-2 p q 2 r 4 co5 q 5enh p + 2 pq 2 r 4 co5 2 q co5h p 5enh p 
- p2 q r 4 co5 q 5en q 5enh2 p + q 3 r 4 co5 q 5en q 5enh 2 p) O 
13 8 
(r2 + s 2) {(q cos q senh p - p sen q cosh p) [-2 pq r 2s 2 -pq(r4 +s 4 )cos qcoshp-
- (q 2 r 4 - p2 s 4 ) sen q senh p J + 
+p s 4 sen q cosh p [2 pq (1-cos q cosh p)+(p2- q 2)(sen q senh po -
-q r 4 cos q senh p [2 pq ( 1-cos q cosh p)+(p2- q 2) (sen q senh p)J tº 
(r2+ s 2) {(q cos q senh p - p sen q cosh p) [-2 pq r 2s 2 -pq(r 4+ s')cosqcosh p-
-(q2 r 4 - p2 s') sen q senh p J + 
+(p s' sen q cosh p - q r' cos q senh p) [2 pq (1- cosq cosh p) + 
+(p2 - q2) sen q senh p J} = O 
Com a notaç,o das funç~es características: 
(B)S . (F)B + (F)S . (B)B = O 
(B) S 
( F) S 
( B) B 




2rr21K'{{Jnrr2 r, nJ1/2 [n1T2 n ]1;2 [n1T2 n ]1/2 n [--VK --) cos -(IK'- -) senh -( 1K' + - ) -
cj, cj, cj, cj, cj, cj, cj, 
tn1T2 n -1/2 [nrr2 n 11/2 Ínrr2 n 11;2} - -(IK'+ -) : sen - (li<'--) cosh 1-(IK' + -)J cj, <j, ~ <j, <j, - L cj, cj, 
{ 
Jnrr2 n .~ 1/ 2 ínrr2 n l 1/2 J_nrr 2 n nrr j -2[-(R+-lj [-.-(R--)J L-(R+-J-,v(-) 2 • 
cj, <j, cj, <j, cj, cj, cj, 
{
Jnrr2 n nrr ] 2 ·· '1nrr2 n nrr J 2 } [-· .- (/K' + -) - v(-)2 + ,- (li<'--)+ v(-)2 . 
cj, cj, cj, 1 cj, cj, cj, 
l 1T2 n ~1/2 [ n1T2 n ]1/2 {[nrr2 n J cos[_n_(IK'--)J cosh --(IK'+-) - ··-(.ri<'--), 
cj, cj, <j, <j, cj, cj, 
• sen } { nrr2 . n 1/2 n1T2 n 1/2 nrr2 n 1/2 Í---(IK'--)J senh [-(IK'+-)J + ~-(IK'+-)J L cj, cj, cj, cj, cj, cj, 
~
n1T2 n nrr J 2 r,;rr2 n J 1 / 2 r,;rr2 n 1 r/2 . -clK'--J+v(-J2 sen c-Cli<'--J cosh l-(l"K'+-'JJ -
cj, cj, cj, cj, cj, cj, cj, . 
lnrr2 n J 1 /2 [nrr2 n nrr ;-] 2 ~1T2 ;l 1 / 2 -r- (li<1- -) , [-(IK'+ -)-v (-) 2J cos[- (li<1- ~~ , 
cj, cj, cj, cj, cj, cj, cj, 
140 
ln112 n 11/ 2 } {. r;,112 n J i/2 ín112 n ~ l /2 
. senh [- (IK' + -)J 2 !.'.- (li<'+ -) [- (.IK' - -) 
<jl <jl L...<ji <jl <jl <jl 
{ 
fn11 2 n ~J/2 Jnrr2 n ] 1/:2 } 
• 1 - cose-· (.IR'- -lJ 1 cosh [- (R+ -l . + 
<jl q, q, q, 
n11 Jnrr
2 
n ~ 1/2 r,;11 2 n ~ ti 2 }} + 2 (-) 2 sen L-- (fi - -)J senh [- ( fK1 +-) = 
q, q, q, q, q, 
o 
(V.58) 
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